CONSTANȚE oo 1 
NUMERE REALE-SUME none mame 1 
Partea intreaga-Ecuatii cu partea intreaga -------- 4 
[o [Ci pa 4 
Radicali suprapusi -------oonnneneneeeeeenanaeee = 4 
Clasele de resturi modulo n---------oooneeeeeeneeeee 4 
Partea intreaga si partea fractionara a nr Real ----4 
Modulul unui nr real ----ononnnenneneeneneneeneaan 4 
Descomp. fc rationale in fractii simple-met coef nedetermin------ 5 
Sume - Calculul lui Sp cocon nenea 5 
PROGRES |n 6 
Progresii Geometrice--------—--- nene 6 
Functia exponentiala----— nenea 7 
Ecuatii si Inecuații lrationale---------- onoarea A 
LOGARIT Moon 8 
NUMERE COMPLEXE none 9 
ECUATII BINOME--=ooonnoeeeeeeeeeeeeae 10 
ECUATII BIPATRATE ocne ji 
Compunerea functiilor cu ramificatie----------------------- 1] 
FUNCTI |n 12 
ECUATII DE GRADUL [once 12 


Pozitia radacinilor ec de gradul 2 fata de un nr real---12 
Pozitia radacinilor ec de gradul 2 fata de doua nr reale--13 


COMBINATORICA onoarea 14 

Probleme de Numarare-—---- reno 15 

Procente --TVA--scumpiri ieftiniri-------oonnneeneee 15 

Geometrie Plana-Formule —------- oo 18 
GEOMETRIE ANALITICA <o-ooceceoeeeioeeeeeeee Fa! 

LINII IMPORTANTE IN TRIUNGHI ---coocooeoeeaeeaeeeea 23 
Relation vectoriale intre elementele unui triunghi --—-23 
Bisectoare-Centrul cerc inscris in triunghi ------- 24 
Mediane Centrul de Greutate al triunghiului-----26 
Inaltimi -Ortocentrul triung. (la int inaltimilor triung)----26 
Mediatoare-Centrul cerc circumscris in triunghi----------- 27 

VECTORI eee ea il a 31 


CONICE secetei aie 45 
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TRIGONOMETRIE----onnnnnene eee mmm 48 
Ecuatii Trigonometrice-------onnnnnneeneeeeneena nenea 48 
Deducerea Formulelor Trigonometrice-------------------- 49 

Permutari- Inversiuni -Inversa Permutarii----------------------- 51 

Matrice Determinanti------— one nana 52 

Ecuatii matriceale-----—————- nenea 53 

Calculul A” pt matrice de ordin 2 -———————————— mmm 54 

LEGI DE COMPOZIȚIE -=ooooeooeeeeeeeeeee 57 

POLINOAME «one 63 

ÎN mmm i 
Serii Numerice Convergente si Divergente ----------------- 67 

LIMITE DE FUNCȚII ocne 75 

CONTINUITATEA FUNCTIILOR---oooeooenoeeeeeaeeeeaeaea 75 
Functii continue -Derivabilitatea functiilor----------------- 75 

DERIVAȚE none 86 
Derivabilitatea functiilor 86 
Derivata integralei definite-------- nene 86 
Derivata de ord 1 a fc inverse intr-un punct---------------- 86 
Derivata de ord 2 a fc inverse intr-un punct---------------- 87 
Derivata de ordinul n a unei functii--————----eeeeeeeeee 89 

PRIMITIVE-INTEGRALE DEFINITE ocne 92 

Integrabilitatea unei fc pe D------———  nnenneeneeene Di 
Derivarea integralei definite---------- nene pi 
Proprietatile Integralei Definite------------ nene 93 

Calcul de limite folosind teorema de medie pt fc integrabile---93 
Integrarea Functiilor Rationale.Met Coef Nedeterm------95 
Integrarea Functiei Inverse---------—o one 98 
Calculul ariei supraf plane dintre 2 curbe-------------------- 100 
Formule de integrare complexe-------------------- rr 100 
Integrarea prin parti-Repetitie--------- eee 100 
Functie Integrabila Riemann eee 101 
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nd 
5 = 0, 577 = lim pe - 1n ] -- -- Euler - Mascheronni 
n-o Ss) 
ni | 1,n 
e = 2, 718 = pa = lim 2. —] -- -- Euler 
“8 [4] ! n=>oo n 
1+ A5 a+b a 
Y = = 1, 618 -- = — = w-- proportia de aur (see Fibonacci series) 
2 a b 


ei” +1=0; ---- formula Euler 


- opusul lui --a -- este (-a) 


1 
- inversul lui a -- -- este (=) 
a 
-dist intre punctele de intaG;cuaxa0X = |x1-x2| 


Aa Ala = ast»; 
şi pie Va) - (Ab) = (Va - Vb) (Aa? + Vab + ve); 


Modul 
la-b|= Tla a>b 
b-a a<b 

la | < b------ ae [-b,b] 
|a|>b------ae (-o, -b) U(b, +00) 
Ecuatii cu partea intreaga 
Exemplu ----------ooo-- 

1 5Sx-1 
[x+ -] = > x=? 

2 3 
etapa 1 ------ notam membrul drept cu --k--calculam -- x 
5Sx-1 3k+1 

= k -- - rezultax = 
3 5 

etapa 2 ------ exprimam membrul stang in fc de --k 

1 6k+7 
X + — E 
ej eag | 
etapa 3 ------ ec initiala devine: 
6k+7 


na ee 


| 3 
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6k+7 
k < <k+1 [10 ... |-10k 
10 
7 E. 
— >k>— ----k= 0, 1); 
4 4 
1 4 


E A. 
(2-3 

3 3 
(-0, 333) = (0, 667);[-0, 333] = -1; ----deoarece (-0, 333 = -1 + 0, 667); 


2k+1 = (k+1)2-k3; 
Patratul unui nr intreg este de forma --4p--sau4p+1; 
Dem : 
Fiekintregpar ---k=21 
k2 = (21)? 
a"-b"= (a-b) (a +a"îb+a"b?+...+ab? +b”); 
n+2 n+1 
Și ada slot a d a 2 98, 
ka (x- 1)? 


Sa se afle nr de cifre al numarului 72% ? 


Raspuns = 1g72%” = 2007 1g7 = 1696 cifre 


poa | păcae 
—[ — 
2 2 


» 
H+ 

Ea 
Il] 


BRE 


î) 
= 


-16 mod 3 = 2 ---- deoarece-- - 3 (-6) +2=-16; 
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1 A B 


2 + 
(x+a) (x+b) x+a xX+b 


1 1 1 1 


n (n+1) (n+2) ....(n+p) - Ira (n +2) ....(n+p-1) (n+1) (n+2) iai | 


[1 = 
lin+k p ka N+rK pa n+K 
i 1 | 1 1 
n (n+1) (n+2) 2 Ln (n+1) (n+1) (n+2) 
3 ka 3 n (k-1) (k2+k+1) 3 n (k-1) (k(k+1) +1)  n2+n+21 
2 3k2+1 23 (k+1) (k2 -k+1) 2 i-2 (k+1) (k(k-1) +1) n2+n 


Sume - Calculul lui Sp - din aproape in aproape cunoscand S,.. etc. 


p 
So= dk =1+1+1+....p=p 


k=1 
(p+ 1) 
S = > k'=1+2+3+ afis E d 
k=1 2 
p +1) Qp+1 
S2 = )k RON MA di tal ăn 
ri 2 3 
p 
(p+ 1) .2 
S3 = DK = 120434 „p= [E E | 
2 
k=1 


ex: Ss= ks Ma ic E RE eri 
-se dezvolta binomul-- (k + 1)10 -— pt--k =0,...n — si se aduna-- rezulta; 
(n +1) 1 = Cao" [17 + 29 + 32 +oe ...+n] + Cao? Ss + o... .. + Cues s> + Cre? S. 


(n +1) - (n+ 1) — Cao? Sg - .... Cao! Su 
Sp 2 
10 
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ultimul - primul Ă 
N = ——————— +1; N-nr de termeni 
ratia 


a, -- - prograritm 
ân = Snsa - Sn; 


n-a + ânu1 


ap 2 

2 

n+1 
Ss 2 n q il 
n=q9 +q+q"+ +q =1 3 
q-1 
să 
ex; ——pt-—q=3; 
1in+1l 

1 1 1 si Al (-2) ai a (-1)n 
Sl eeeet (-1) =1 = [+ 

a a2 a an-1 -2 -1 a+1 a" 
--- se poate dem pt n par sin impar 
ex; ----pt----q=-a; 

( an 1 1 
S, =1-a+a2-a5+....+(-1)NaN = 1————— = [1+ (-D)"a"]; 
-a-1 a+1 
--se poate dempt n par sin impar 
(o) ea 
Sas Sta ar i eee (1) 30 oo ga? 
Cazul 1-- n = par ---n-1=impar ---- progresia va fi: 
-1, 3, -9, 27, ...... 2 SR Pa bip BI atei o Sit i e i sete 
-- avem -- -N = ntermeni 

= [3-1] 
S = —|3 -1 
npar 4 
Cazul 2-- n = impar --- n-1= par --—---- progresia va fi: 
1, -3, 9, -27, ss... 43102 gl dai bi sp o 

-- avem -- -N = ntermeni 


Sa 50 50 005 dm 8 Se 3 (Ba 8 Mea 8700) 28 Say 
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51008 1 5 
5,25 = (08 1) 
5-1 4 
f 0) =a; 
-- conddeexistafcexp ----ae (0, 1)|J (1,o) 


x impar FE /iNpaP = (x- y) (7 ERE ) 
f [x]8%| = def = eElXl In[f[x]] 


N2-x 2 2x-1;  (2x-1) -- - poate fi pozitiv sau negativ 


2-x 20 xe(-o,2] 
CE i 
2x-1 >0 x e [3, +) 


1 
x | - 0 — 2 + 00 
2 
2-X | rrrrhrhororhrrrrrrr D= 
2X-1|---------- Brier 
1 
Cazul 1 =o-o-ooo-- xe (-o, 2] 
2 


N2-x > 2x-1 pozitiv > negativ "A" - luamtot intervalul 


1 
Solutie: xe e, -] 
2 


Cazul 2 ooooecei xe [î, 2] 
N2-x > 2x-1 pozitiv > pozitiv -acelasi semn -- - putemridica la patrat 
2 2 -1 
2-x > 4X2-4x41------- 4x2-3x-1<0 ---xe |—,1] 
4 
-1 
x e [—, 1] 
4 
1 1 
x € =, 2| ---- intersectie --- xe =, 1] 
2 2 
1 1 
Raspuns : xe [-o, -] U [=-, 1] = (-o; 1] 
2 2 
Alta metoda -- -- - Af CO 2, <g (X) -- 


Metoda graficelor -- -- facem monotonia -- f (x) si g (x) siGr, Gz 


| 7 
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---formule importante 
--a > 1 -- loga o = +o; l0g.0=-o 


--0 <a <1 -- log, o = -o; log,0=+o 


log: (3x-4) > log:5; --- rezulta --3x-4<5; 
2 2 
b 
ab = ela gbIna 
x 108, n =n 


log, b + log, c = log. c 

Exemplu one 
a = log, 48 = log, 2*+3 

b = log, 99 =1o0g,2+32+5 

Sa se scriex = log„,60=f (a,b) 

Luam una din bazele 2, 3, 5 

Scriem toti logaritmii in baza 2 


log, 2% +3 Ş log, 2 + 32 +5 log, 22 +3+5 
E a RD nu amo, 


zu » » 
log, 3 log, 5 log, 22 +5 
4 + 1og, 3 
a———; 
log, 3 
E 1+2 log, 3+1lo0g,5 
. log, 5 ” 
2+1log, 3 + log, 5 
XC 3 


2+ log, 5 
log, 3 = t; log,5=u; 
2+t-+u 
X=——j 


2+u 


4A+t 


v 
Il] 
et 
+ 


x = E a se inlocuieste t si u 
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a+bi 


Z = z ---- daca si numai daca ze R ---- rezulta---- Imaginar (z) =0 
Z = -z ----rezulta---- Real (z) =0 
z+Z= |z|? 
(27) = 
= iz 
Izi= |z| 
. . — 1 
|z | =1 -- - daca si numai daca ---z = — 
z 
1 
zl = — 
z 
z+Z 
Re (z) = 
2 
Ă z-z 
Imaginar (z) = 
2 
Re (z) = 0 -- -dacasinumai daca -- z=-Z 
Imaginar (z) = 0-- -dacasi numai daca -- z=zZz 


arg (z") = nxarg (2) 


zec 

z = - N2 +i N2 
-etapal -—- 

a = Re (z) = - V2 


b = Imag (z) = N2 
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M(a,b)=M (- X2, 2) -- -- cadranul II 


-etapa2 — - 
[z| = Va? + b? = N2 +2 = 2 
-etapa3 -— - 
b m 37 
a = arg (2) = n-arctg | - | = r-arctg (1) =7-—=—; 
a 4 


-etapa4 -- -Scriem nr complex sub forma trigon 


z=a+bi=r (cosa+isina) 
37 37 

2 = = Na e Va i 2 [cos 2 vasin |] 
4 


4 


Sa se calculeze z! cu formula lui Moivre -------------ooooooeoo- 
10 3 Tr 3 Tr 
z'9 = (- Na + Na i) = 21% [cos 10+ 7 ei sin os —] 


4 4 
Arg (z) = (a+2k7) 


Argumentul redus al numarului complex z = a e (0,277) 


arctg | : | Me CI 

7 - arctg | 2 | Me CII 
arg (2) =a = 

7 + arctg | 2 | Me CIII 

2 x - arctg : M e CIV 


---peaxe -- (0X+) -a=0; (0X-) -a-m; 


T 37 
(0Y +) -a= —; (0X-) -a=—; ---- 
2 2 


zl =r (cosal+isinal); z2=r (cosa2+i sina2); 
zl =z2 ---- rezulta --- rl=r2; al = a2+ 2 k7r 


zl z2 = rlr2 (cos (a1+a2) +i sin (a1+a2)) 


zl rl A 

— = — (cos (al -a2) +i sin (a1-a2)) 
z2 r2 

z" =r" (cosna+isinna) -- - Moivre 


z = - N2 + N2i 


-10- 
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---notam ----- zl = —- (2 + N2 i ---si il scriem sub forma trig 


37 37 
zi = -N2 e Nas =2 [cos 2 eisin 7] 
4 4 
. 22 + 2k7 27 + 2k7 
z, = N2 COS ——— + îi sin——— | -- 
7 7 
--k = 10, 1, 2, ...6) --- 7radacini 


Radacina de ordinul n al unitatii 


z” =1 
E 2 kr „_ 2kr 
z = Ni cos +1 Sin — | ----k= (0, 1,2, ...n-1) 
n n 
Xt-5X2+4=0 ----- facem substitutia 


(t-1) (t-4)=0 


ei din se Rugbi 
x2 =4 _--- X3-4 = +2 
Exemplul none nenea aa 
f,g:R-R 
$ 5x+1 x<0 
(3) 1-xX2 x2>0 
X2 x < -2 
209» E 0 x > =2 
h (x) = (fog) (X) =f (g(x)) =? 
Rezolvare 


Sg (x) +1 g(x) <0 


h = f = 
le ABS a (%) g(x)=20 
Etapa: ----------- inlocuim in h() peg (0) =2 „XS 2 semene 


| 5X2+1  xX2<0, x -2 intersectie , x = multimeavida 


1 - (2)? x? 20, x< -2 intersectie , xe (-o, -2] 


Etapa2: ----------- inlocuim in h(x) pe g(x)=2x-1 ,x>—2 mmm 
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h2 (x) = 

1-(2x-1)2 2x-120, x > -2 intersectie , xe [2 +) 
Etapa3: ----------- final--luam toate intervalele 
pt eset 53] hi Gore et? 


1 
pt ---xe -2, ah (x) = 10x-4 
2 


1 2 
pt ---xe =, raj---h (X) = —=4x +4xX 
2 
1-x+ xe€ (-o, -2] 
n) = [18x-4  xe(-2,2) 


-4X2+4xX xe [= +) 


Exemplu == eee 
FO = da x23 = f1(X) 
2x+1 x<3 = f2 (x) 
8 (0%) =4x+3, XxeR 
gof = g (f (X)) = ici nl FI (x) eR =4x-9, x23 
(X) +3 f2 (X)eR  =8x+7, x<3 
fog = f (e (X)) = ia 8 (x) 23 = 4x, 4x+323, x>0 
28 (x) +1 8 (x) <3 =8xX+7, 4xX+3<3, x<0 


gog = 8 (8 (x)) =4(4x+3) +3=16xX+15, xeR 


f:A-=B ---- Multimea A este preimaginea multimii B prin fc f (x) 

Simetria G: 

fc pare -- - G este simetric fata de OY -- ne gandim la fc ---- cos (X) 

fc impare -- - G; este simetric fata de originea axelor -- ne gandim la fc -- -- sin (X) 


G; are centrul de simetrie punctul A (a, b) daca -- - f (x) +f(2a-x) =2b 
Grareaxade simetrie x = a daca ---f(a+X) = f(a-X) == sau == f(x) = f(2a-x) 


delta > a 


Cazul 1 : --- X, <a < X2 | A A 
af (a) <0 interior 
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delta z0 a 


Cazul 2 : ---x, <x2<a af (a) >0 exterior 


-b 
==. :<-a 
2a 


delta z0 a 
Cazul 3 : ---a < X3 <X2 af (a) >0 exterior 


delta > 8 
af (a) <0 ainterior 
af (6) >0 fexterior 


X4<a<X2<fB 


delta > e 
af (a) <8 ainterior 
af (6) <0 finterior 


Xa <a<fB <xX2 


a< X1 <X2<f af (a) >0 aexterior 


af (6) >0 fexterior 


delta > 8 
af (a) >0 aexterior 
af (6) <0 finterior 


a < X1 <fB<X2 


2 >a 
2a 


| 


az Ca - a2 Ca 2 
Xe = —— daca (a1c2-a2C2)' = (aa b2 -a2ba) (ba c2 -b2ca) 
a2 ba — an b2 


ax2+bx+c 


a (X — Xa) (X-X2) 


. b )2 - delta 
ax pare sa [ee 2] (E) 


2 a 4a 
-b c 
Va=X1+X2=—3V2= = 
a a 


X2 = Va x + V2 = 08 
-b  -delta 
vV 


—, =) -- - varful parabolei 
2a 4a 


| Xa = X2 | = V Ora = X2)2 = V Va? - 4V2 


| 13 
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IE cuie Ai aie E dea în E NI e lee Na 


Cn 
--- cond de exist: 


n >; 
n > k; 
k=>0; 


Formule : 


c:E = Ca + a atu --- formula de recurenta 


Ap = ————, n>k,keN 
(n-k)! 
n! 
Cp = ——————, osnsk,keN 
(n-k)!k! 


n 
(a + b) = DiCak ab pk 
k=0 


n 
(a -b)" = X, (= 1)K CaK an-K bK 
k=0 


DUC = Cat 4 Ci 4 Cat eee Cpt = 2"; 
k=0 
Tea > Cara" b* 


nr total de termeni =n+1 
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termenul din mijloc = Ta: 
2 


a 
pret final --p,=P;:-—P; 
100 


Probleme de Numarare; FieA, B, C-- 3multimi finite nevide 

1) card (A U B) =cardA+cardB-card (A (]B) 

2) card (A U B) = card (A (]B) + card (AB) + card (BVA) 

3) card (AXB) = cardA cardB 

4) card (BYA) = cardB - card (B (] A) 

5) card (AXBXC) = cardA cardB cardC 

6) card (A U B UC) = cardA+cardB+cardC- card (A (| B) - card (A (| C) -card (B[()C); 


Probleme de numarare -- - la submultimi folosim combinari 
-- -- la numere folosim aranjamente 


Fie f:A-B 
cardA= |A|=a 
cardB= |B|=b 


1) Nr total functii = b 
2) Exista fc injective dacaa <b -- - nr fcinj = Ap? 


3) Exista fc surjective dacaa 2 b -- - 


b-1 
nr fc surj = b'-C,! (b-1)2+C2 (b-2)2-...+ (-1)b1Gb1= DD Go (b -k)2 


k=0 
4) Exista fcbijectivedacaa=b ---nrfcbij=P.,=A=a! 
5) Pentru --- A, B cR existafcf:A-B strictcresc (descresc) dacaas<b 
nr fc strict cresc = Că 
6) Pentru --- A,B cR existafcf:A-B cresc (descresc) dacaas<b 
nr fc cresc = Capa? 
7) Numarul fc strict monotone = 2Cy* sias<b 
8) Numarul fc monotone = 2 Ca,p_ 1 
Procente -- TVA-- scumpiri ieftiniri 
TVA 
Pret vanzare = Pret de achizitie + — Pret de achizitie 
100 
Pret final = Pret initial + Pret initial; a -- - scumpire -- ieftinire 


100 


Analiză combinatorică 
-16- 
pa 
“permutări 
Definiţia 1. O mulţime împreună cu o ordine bine determinată de dispunere a elementelor sale 
este o mulțime ordonată şi se notază (a/,a2,...,a.). 
Definiţia 2. Se numesc permutări ale unei mulțimi A cu n elemente toate mulțimile ordonate care 
se pot forma cu cele n elemente. Numărul permutărilora n elemente, neN*, este P,=1:2:3....:n = n!; 0! 
= 1 (prin definiţie). 


1. 


| 
Factorial (proprietăţi): n! = (n — 1)!n; m= O 
N+ 


SO Aranjamente 


(=: Definiţia 1. Se numesc aranjamente a n elemente luate câte m (m<n) ale unei mulţimi A cu n elemente, 


toate submulțimile ordonate cu câte m elemente care se pot forma din cele n elemente ale mulțimii A. Se 
notează 4) 
Numărul aranjamentelor a n elemente luate câte m este: 


| 
4" = nn (n m + = ——, nm. 


(n —m)! 
_n! n-—l 
Proprietăţi: AB A = — sau A =pl; Ap =A4; 


L() 0! (AR L() 


3. Sa Combinări 
Definiţia. 1. Se numesc combinări a n elemente luate câte m (m<n) ale unei mulțimi A cu n elemente toate 
submulţimile cu câte m elemente, care se pot forma din cele n elemente ale mulţimii A. Se notează C'” 
Proprietăți: 
1. Cl=n;, C1=CO0=C0=1, 2. Cr=C1 n, 3 Cm =Cm Cl: 
4. Numărul submulţimilor unei mulțimi cu n i ni este2” ; 
« RI oii cura 2 luă al PR lua e e aaa i pa 


n! 
0 O NOE ul 
P1!P2!---Pa! n n-pi NB tt Pm- 


4. “OBinomul lui Newton 
(pi = Crt ap 0 la aaa 00 El ae sase OP 


(e — a)" = CON — Clt la +... + (CD CĂ kat +... + (11 Cra” unde neN. 


) undepi +... pm <n 


Sa Proprietăţi: 
1. Termenul de rank &+1 este Tr = (-l) eră e 
DGk+H 2 i pi El PR ok. 


i k+| PL apa 22 
n-k a n-k a 
3. Tin ui] pr Ti Sau Th = Si pl 
4. Numărul termenilor dezvoltării (x £ a)” este n+1; 


5. Coeficienții termenilor egal depârtați de extremi sunt egali. 


iranieni cincia rii 


SORelaţii importante: 


CO 4 CL ui 2 = 20,00 Cl si (ODC = 0; 
DU 00 iC tiu tai 07 aula 03 At dn ap DP 


CE, 40097 001) (029 


“ADezvoltări particulare uzuale: 


1. (ab) =a2+2ab+b?; 

(a+ b+o=a2+b2+c2+2(ab+bc+ ac); 

(a+ > =a5 + 307b + 3ab2 + b5; 

(a-—b) =a5—302b+3ab2-bi; 

(a+b+o=a5+bi+c5+3(ab + a7c + bla + bc + ca + c?b) + 6abc; 
(a+ b)' = a" + 4aîb+ 6a0b+ 4ab5+ bi. 


oa Di ai ata ca 


5, Co suma puterilor asemenea ale primelor n numere naturale 


| 


Dacă S, = IP +2P +3P +...+nP,peN, atunci avem: 


n(n +1) n(n + DOn +1) n(n +1 P 
SiS = Sp =] PO 
2 6 5 
n(n + D(6n* +9n2 + n 1) n (n + D2(2n2 + 2n—D 
i iei 30 So = 12 


O relaţie care permite calculul lui S,, când se cunosc Sp.i, Sp.2...., Si este formula lui Pascal: 


+ — 1 2 
(n+ay = |+ Cp+1Sp + CbiSp- Fm t CES +n 


6. Probabilitate 


Definiţie. Pobabilitatea unui eveniment este egală cu raportul dintre numărul cazurilor egal posibile care 


realizeaza evenimentul şi numărul cazurilor egal posibile. 
Aşadar, vom spune că probabilitatea evenimentului A este egală cu raportul dintre numărul m al 
cazurilor favorabile realizarii evenimentului A şi numărul n al cazurilor egal posibile. Vom scrie 


i-o AER a lit ial sai (rii br titi ici ocslci net nit. -Aacsl LXÂR mi ae, atinsă cane sa i tza ae Sai ee 
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Triunghi dreptunghic : 


AM? = CM MB; 
AC? = CM BC; 
AB? = BM BC; 
c1 c2 
AM = i 
ip 

„_ clc2 

Aria = : 


Nr diagonalelor = Cp2-n; 


-18- 


Formule Matematice Pentru Admitere- Iacob Marcu.nb 


10 - 
| D c 
5- E o y F 
i E _»p Q H 
| La B 
L 1 L L L L L L L Ii L L l L L ] 
-5 | 5 10 15 20 
-B- 
-10 - 
OE =0F; 
AB + CD a+b SR DA î . 
GH = = -- -- linia mijlocie în trapez 
2 2 
a-b 
PQ = —— 
2 


da? + d>2 = AD? + BC2 + 2 AB DC 


(DC + AB) AE (a+b)h  d,d>sina 


2 2 2 

10 - 

5; 

D [ej 
L B 
A B 

L__ , PI a a PE NNE N i ] 
-5 L 5 10 15 20 

-5k 

-10L 


P = 2 (AB + BC) 
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AB =a; BC=b;DE=h; 


d, d> sin fâ d, d 
A=ah=ab sina = — 2 -- - la romb A = 900--A = cil 
2 2 
d. d 
--- la romb =--- - A= 2 = 1h= 12sinA 
2 


d? sin A 
(A SLI UAZ 2 3 


--- la dreptunghi -- d. = d> 


2 
Teorema Paralelogram -- - da? + dz? = 2 (a? +b?) -- - du = DB; d2 = AC; 
Dem : Triung. ACB -- - din Teorem. Cosinusurilor 
AC? = d22 = a2+b2-2abcos (B) =a2+b2-2abcos (7-A) =a2+b2+2abcos (A) 


DB? = di2=a2+b2-2abcos (A) 


-- daca adunam rezulta relatia : di? + dz? = 2 (a? +b?) 
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Triunghi ascutitunghic -- - varfurile unui triunghi scrise vectorial 


P1 (Xa ya) î == Pa = Xa îsi; 
P2 (X23 2) i =--Pâ = X2 Î+y2 Î3 
P3 (33 y3) i === = Xa Î+yaj; 
Pct = A, Pa +A P2+ 3 Pa; ---cu--Ai 20 


A + A2 + A3 =1;5 


4 
8L- 
P 
6L- 
4+- 
2+- 
P. 
P, 
| 4, | , „x 
-2 2 4 6 8 
—-2+ 


Distanta dintre 2 drepte (paralele) = dist dintre (A e d.) si d; 


d: a1X+b1 y+C1=8; 
dz: a2x+b2zy+c2=0; ----cu--—=—; 


a2 XA + b2YyA+C 
dd 0 deal 28 Cala ea |, 


V a22 + b>2 


mi - m2 
tg (6) = Eimeeei | 


Unghiul format de dreptele : 

di: a1X+b1 y+C1=8; 

dz: a2Xx+b2-y+c2=8; 

--- admite 2 bisectoare (interioara si exterioara) de ecuatii : 


a1X+b1 y+Ca a2 X + b2y + c2 
E i a Zr Space i m 


V aa? + ba? V a22 + b>? 
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A (XA, yA) 
B (XB, yB) -- - inmijloc 


A' (XA', yA') -- simetricul lui A 


--se ia un punct oarecare Medi 


| a Xm +bym+c | 


dist (M1, d2) = 


A dist (A, dec) * BC 


2 


Etapa ---------- scrierea ec dreptei dpp:y-6= = (x = 3) -- undema=1 
d 


dpp' : y=—x+9 


Etapa 2 ------------ punctul Q(xo, yo) = d N dpp: 


Etapa 3------------ aflarea lui P' (xp, yp:) din Q este mijlocul lui PP” 


Q (4, 5) 
P' Op Yp) 


Xp: = 55 Yp' =4 


Etapa 1 ------- aflarea ec dreptei dag -- y = y = Le (x = XB) 
B-ĂA 
da: y = x-1 
Etapa 2 ------- aflarea ec dreptei do, -- y - yo = 22 (x -xo) 
ATĂO 
1 
do: y = —xX 
2 
Etapa 3 ------- calculam simetricul lui B fata de do, adica punctul B' 


-- ducand o perpend din B pe doa-- rezulta ec dreptei de 


-22- 
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de : y-Yya = — (X-XB) 


dp : y=-2x-1 
--- se calc coord M(xy, Yu) = da N doa 


y= -2x-1 


2 4 
M (ms YM) (2. =) 


--- se calc coord B'(xp,, ya:) din M mijlocul lui BB 


B (0, -1) 
zi). „sul 
iezi 
.ş 
B' (cp VB) 
-4 3 
Xg': = —sYB'= — 
5 5 
Etapa 4 ---- ec dreptei simetrice cautate va fi dap; : y = y, = LE (= X4) 
B'-ĂA 


Cag' . X-7y+5=0 


A- aria triung ABC 


— 
ia - bisectoarea din A 


ma - mediana din A 


ha - inaltimea din A 


Maia =p(p-a); --- si analoagele-- - mpiv=p(p-b);mic-=p(p-c); 
a 402 
Ma ha = —; --- si analoagele 
a2 
aa AAAZ 
iaha = —; --- si analoagele 
2 
a 


v 


i 1 2 2 
ă= — (b*+c%); --- si analoagele 
2 
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MB 
Daca -- - ABC = triung oarecare siMe (BC) si—=R; 
MC 
Si AB + k AC 
AM = 
k+1 
_ RB+B€ | 
Ma = ——; --- si analoagele 
2 
= b AB + c AC ; 
ia = — 3 --- si analoagele 
b+c 
_  bcoscC AB+ccosBAC A 
ha = ——————————ş --- si analoagele 


R>2r; 


d2=R(R-2r); --rel lui Euler 
d -- este distanta dintre centrul cercului circumscris si centrul cercului inscris 
intr - un triunghi, 


R -- - raza cercului circumscris si 
r-- - raza cercului inscris în triunghi 
Teorema Silvester 


a (p? +xy) =bîx+c?y; 


Ă CA CB a+b+c 
Teorema Bisect -- — = —; BC=a; AC=b; AB=c;p==———; 
AM BM 2 
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aXA+bXB+CXc aya +bys +Cyc 
I (X15 Yr) = 1 |————— 3 ————— |; 1-centru cerc inscris 
a+b+c a+b+c 
AABc 
= ——3 A = Aaec = toate formulele; 
p 
Ap (p-a) (p-b) (p-c) 
-- ex -- Heron == 7 2—————— 3 


p 


--r - raza cerc insacris 


2bc 4bc 


A 
Cos [=] = 
b + c 2 


Bisectoarea este locul geometric al punctelor egal depărtate de laturile unghiului 


b. = AD = 


EEE p(p-a) ; --- lungimeabisectdinA 
(b + c) 


Fie 2 drepte de ec generale: 
a1X+biy+Ca = 8-- - d, 


a2X+b2y+c2=0---d> 


Ecuatiile bisectoarelor interioare si exterioare unghiului format de 2 drepte sunt : 


a1X+b1y+Ca a2X+b2y + c2 
NE N la N pie Rai N a ca i N 


V au? + b.2 V a22 + b>2 


M (x, y) in planul triung. --- 


— 


a MA + b MB + c MC 
ÎS = 


a+b+c 
Ă A) Ă c1 + c2 - ip 
raza cerc inscris în tr. dreptunghic -- -r =———— 
2 


Panta bis unui unghi in fc de pantele dreptelor (m, m2) (laturilor) unghiului 


ma N1 + ma2 + m N1 + ma? | 
A 1 + ma? + A 1 + m22 i 


—- la int medianelor triung. -G (x, ve) 


Mbis = 
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a, Da 
AG = — AD; 
3 
Pg 
GD = — AD; 
3 


Teorema Medianei în tr. ABC --BC=a; AC=b; AB = c; m- 
--mediana din A (pe mijl lui BC) 


2 (b? + c?) - a? 2 (a? + c?) -b? 2 (a2 + b2) - c2 
2 ș 2 . 2 
Ma = Mp = Me SE 
4 4 4 
ip 
triung dreptunghic in A---ma= —; 
2 
XatXBtXc YAtYBtyYc 
G (xs, Ye ss, e) 


Orice punct din plan M(xy, yu) verifica rel 


3 MG = MA + MB + MC 


5] 
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HA + HB + HC = 3 HG 


HA + HB +HC = 3H0 


[=) 
> 
+ 
o 
DI 
+ 
9 
al 
I 
9 
=! 
UL! 
o! 


dec: a1X+b1y+Cc1=0 


a1 XA + b, Ya + C 
d (A, BC) = a ie ct 2 -- - ec inaltimii din A 


V aa? + bi? 
dac: a2X+b2y+c2=0 


a2 Xp + b2 YB + C2 
d (B, AC) = A Ea îsi aa dl -- - ecinaltimii dinB 


V a? + b>2 


H= d (A, BC) (d (B, AC) 


O (xo; Yo) -- centrul cerc circumscris 


abc 
OA = 0B = OC=R -- - razacerccircumscris A= —=pr 
4R 
a = BC; b = AC; c=AB; 
abc a b c Ă Ă 
R=——;2R= + + ; === raza cerc circums. triung ABC 
4A sinA  sinB  sincC 


Aflarea coord centrului cerc circumscris triunghiului ABC - 
- la int mediatoarelor a 2 laturi care au ecuatiile: 


M-- - mijlocul lui AB 
N-- - mijlocul lui AC 


--- ec mediatoarelor sunt : 
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-1 

Y - Ym = — (X-Xm) 
MAg 
-1 

Y = Yu = — (X=—XN) 
Mac 


O (centrul cerc circ), G (centr. degreut.), H (ortocentru) -- 
--sunt coliniare in tr. ABC 
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REZUMATUL CAPITOLULUI 


-29- 


Semnificaţii. 
Interpretare 
geometrică 
z = abscisa, y = ordonata 
(lui M); z,y = coordonatele 


Notaţii. 
Formule 


OI __xX 

Due Bea M = imaginea geometrică a 
numărului complex 

Distanţa între punctele AB = 

A(z, m), Bicaz) ____ | vie = zi + (op = m) 


Lungimea vectorului, 
Z : —) 
legat 7m =zî +yJ rul = yr2+92 
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Ani + Î = (za + z2)î + (mn +23 


Pa cati) +y2j 


Înmulțirea unui vector 
— — 

legat 74 =zi +yj cu 

un scalar a ec R 


— 5 — 
e aTm are acelaşi semn cu TM, 
dacă a > 0 şi semn contrar lui 
TM, dacă a < 0 


— Pi . 
QTM =ari +ayj 


Vectorul AB, A(za,y), 
B(z2, Y2) 


Coordonatele punctului 
M(zmu,ym) pentru care 


= k, Me [AB] 


Pentru M mijlocul segmentu- 
lui 
AB): 
TA+IB 
TM =, 


_ YA+YUB 


MB 


Ecuația dreptei determi- 
nată de un punct 

A(za, wm) şi pantă m 
Ecuaţia dreptei determi- 
nată de două puncte 

A(za, m), B(z2, 
Ecuația explicită a 


Ecuația generală a azr+by+c=0, 
dreptei a2+b2740 
Două drepte m = mam fna sunt paralele ((di)]l(d2)) 

(da): y=mz+ ra IC E rc (d) = (d2)) 


(d2) : y = maz + n2 m fm [Sunt sunt concurente _____ 7] 
pentru care ma * ma = m nt um concurente 
((di).L(d2)) 


m = panta dreptei 
n = ordonata la origine 
a dreptei 
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Vectorii de pozitie a punctelor -- -P., P>, P3 

P1 (x33 Ya) i == Va = Xa i+yij; 

P2 (X2, y2) î =--Va = X2 i+y253 

P3 (X3, y3) î =--Va = X3 Î+y333 

Produs scalar -- - esteun numar eR 

Va V2 = (a i +y13) (x i +y23) i | Va || V> | cos (Va, V2) = Xa X2 + Ya y23 
Produs vectorial -- - este un tot un vector perpendic pe planul lui (V., V2) 


----- iar sensul cu regula burghiului iar modulul este = cuaria paralelogramului 


|x= jiu sin (i, 3) 
--- simbolic -- în spatiu avem 
i, 3, k -- - versorii axelor 0X, 0Y, OZ -- in spatiu 
Va = Xa i+Ynj+Zaks ---n= (1, 2, 3); 
îi 3 k 
VaXV2 = | Xa ya za |; (dezvoltare determinant) 
X2 Y2 Z2 
--- Vi, V3 -- - suntortogonali (perpendiculari) daca -- Vi V2 = Xa X2 +V1 Y2 =08; 
Rgt ; Sea XI Ya 
-—- V1; Va -- - sunt paraleli (coliniari) daca —=—; 
X2  Y2 
Exemplu 1 -------- Fie punctele A(-3,2) si B(2,3). Sa se calc coord punctului M(xy, yy) astfel ca 


MA = kMB, keR(0, 1) 


XA-kKX8 VYa-kKyYB 
M (Xm> Ym) =M l——— 0 
1-k 1-k 
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A || |] | B. 
E) M 23 
MA = k MB 
k=2 
3 
Den : 


MA =kMB,  keR(9, 1) 

(XA = Xm) Î + (Ya -Ym) j = K (x8 -Xm) Î+kK (Ya -Ym) j 
(XA = Xm) = K (Xg — Xm) 

XA — Xm = K Xg — K Xm 


XA = K XB = Xm — KXm 


XA — K Xg 
Xm = —— === analog pt ---- Ym 
1-k 
Exemplu 2 -------- Punctul M imparte segmentul AB in raportul k astfel ca AM = kMB, keRN(-1) 
Atunci pt orice punct din plan O(%o, yo) -- OM = i (OA + k 08) 


AN = kMB, keRI(-1) 
AM 


k=—; 


MB 


za 1 
OM = 


E) (04 + k 98) 


Exemplu --- Sa se exprime vectorii OM, OM,,OM, cu ajutorul vect ---- OA, OB, stiind ca --- AM = 2 MB 
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19) 
B 
A | | 
AM = 2 MB 
3 
a Dia 
M = — MB 
3 
2 R 1 AER mt 3 (_ 2_— 1 ai E 
k= =; OM= (0ă +08) = = [oâ+ 2 08) = = (30ă + 208) 
3 1+k 5 3 5 


OBS : Oricevectordin planul real poate fi exprimat - 


- ca o combinatie liniara a versorilori si j 


9) (0, 0); A (XA Ya) 3 


Fie un patrulater convex (paralelogram, patrat, dreptunghi, romb, trapez) 


E, F-- -mijlocul lui AD, BC 


m 
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Dem : EF = 


Exemplu ------- 


Fie un patrulater convex (paralelogram, patrat, dreptunghi, romb, trapez) 


M, N-- - mijlocul diagonalelor 


FieA, B, C -- 3 puncte in plan 


AB +BC+CA=6 


Exemplu ------- 

Fie -- - ABC triunghi echilateral 
= Pa = 2 a 

a) |PA|= |PB| = Mă da | aa: ; 


— —_—— 


PA+PB+PC=6 


» 


— — — 1 — 
b) | PA. | = [PB | = IPC | = => | Râu 
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V=aVi+bVvz; --- vectorul veste o combin liniaraa vectorilor vi, V> 
Vectori liniari dependenti 

avi+bv;=6; --- numaidaca ---a,bz0 

Vectori liniari independenti 

avi+bv;=8; ----numaidaca --a=b=0; 

Problema 1 ----------- P -- un punct oarecare din planul trapezului 

â,b, €,d 

ABDC -- - trapez oarecare 

PB = b =? --- infcdevectorii --- â, €,d 
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Rezolvare : AB = k CD 


——— 


C = € - PD; --- scaderea vectorilor (25 = 08 - 0Ă; -- unde 0 (6, 2) ) 
In APAB : PB = PÂ+A5 = PÂ+kDC=PÂ+k (PC - PD) 


b=â+k(e-d); 


Problema 2 ---------- Fie segmentul AB si punctele E,F ---AE = E EB 
PA=-ă3; 
PB = b; 


PE =? -f(â,b) 
PE =? =£ (3, b) 


Sa se descompuna vectorii PE, PF dupa directiile ---ă, b 


Rezolvare : 
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Il] 
[=23 
] 
»y 
v 


APAB -- - avem AB 


UL! 
o 
+ 
i 
UL! 
o 
+ 


APAE -- - avem PE 


— 


APBF-- - avem PE =b+BF=b- 


Problema 3 ---------- AM,BN,CP---mediane in AABC 


a) Descompuneti BN dupa directiile vectorilor BA = si BE=P 


b) Descompuneti AM dupa directiile vectorilor BN si CP 


AM + BN + CP = 8; (AM, BN, CP-- - mediane in AABC-- - G-- centrul de greutate) 


—_._.— 


AM = -BN- P; 
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Ea 
Relaţii vectoriale în triunghi 


P 


În triunghiul ABC avem relaţiile: 

1) AB + BC = AC 

2) AB +BC+CA=0 

3) AD = 2 (45 an AC) „unde D este mijlocul laturii BC a triunghiului ABC 


4) GA + GB + GC = 0 „unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC 


5) D EM e eg 1), atunci AM = : AB + i AC 
Daca ai y „atunci i EEE reg 


— 1 —— — — 
6) PG = E (PA *PB + PC) „unde P e P şi G este centrul de greutate al triunghiului ABC 


Vectorul de poziţie al unui punct -39- 
1. Vectorul de poziţie al punctului M 


Considerăm punctul O fixat în plan, atunci vectorul OM se numeşte vectorul de poziţie al 


punctului M. 


O 
2. Exprimarea vectorului AB cu ajutorul vectorilor de poziţie 


AB = A0+0B =0B-04=îf,-î, 


A O 


3. Vectorul de poziţie al punctului care împarte un segment într-un raport dat 
AM sai Se asii 
Fie M € (AB),unde 2 =k>0 > AM=k:MB => 


Pi = Pa e le (Fo =) = (1+k) FPy=Ti+k*rp = 


> ca 1 > Si k > 
E 4 ie * 
> 1 > 1 > 
Observaţie. Pentru k = 1, M este mijlocul segmentului AB și Try = i pa 24 "Ta. 
4. Condiţia de coliniaritate a trei puncte 
Punctele A, M şi B sunt coliniare dacă AM =k-:MB „kERI(-1) o 
e aud ae 200 ton NOII er pet tgp iata sti tă 
Tu = ET - Ta EI Te .Notăm ae > e și relația anterioară devine 


Tu = X-Ta+y-Tp,undex+y = 1,x,y€eR. 
5. Condiţia ca un patrulater convex să fie paralelogram 
Un patrulater convex este paralelogram = diagonalele se înjumătățesc. 


ABCD este paralelogram = î + =73+7p 


6. Vectorul de poziţie al centrului de greutate al unui triunghi -40- 
G este centrul de greutate al triunghiului ABC o GA+GB+GC=0. 


Determinăm vectorul de poziţie al punctului G: 

— — — - - 1 

GA + GB + GC = 0 — Ta — Ta + Te — To Fata = 0 = a = (atac) 
7. Vectorul de poziţie al centrului cercului înscris în triunghi 


Vectorul de poziție al punctului ] de intersecție al bisectoarelor interioare ale unui triunghi 


a b [a 
ABC este 7 = ——: 74 bb ————— Pg kb ————— "7 „unde a, b,c reprezintă 
DT be aha E aie: P 


lungimile laturilor BC, CA, AB. 

8. Vectorul de poziţie al centrului cercului circumscris unui triunghi 

Pornim de la Relaţia lui Sylvester: HA + HB + HC = 2- HO „unde O este centrul cercului 
circumscris, iar H este ortocentrul triunghiului ABC. Relaţia devine 74 +7p+f- = 2:79. 
9. Vectorul de poziţie al ortocentrului unui triunghi 

Pornim de la Relaţia lui Sylvester: 04A+0B+0Cc=o0H „unde 0 este centrul cercului 


circumscris, iar H este ortocentrul triunghiului ABC. Relaţia devine 74„+7p+f- =fp. 


10. Aplicaţie 
Fie M, N, P, Q mijloacele laturilor patrulaterului convex ABCD şi O un punct din plan. 


B 


M este mijlocul segmentului AB și 7, = E 


2  _Tet?o 
N este mijlocul segmentului BC și 7 = SEI 

= Tok? 
P este mijlocul segmentului CD și 7» = 7 

. a To+TA 
Q este mijlocul segmentului DA și 79 = Ca 


Obţinem că Ty+Tp =Tut+Tg. 
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iţie. Să se arate că în orice triunghi au loc relaţiile vectoriale: 


Vom demonstra mai întâi următoarele rezultate: 


MB 
Lema 1. Dacă ABC este un triunghi oarecare, M e (BC) şi 


MC 
AM = 


= k, atunci 


Demonstraţie. Din 


a = k rezultă că Bu = «MC, deci BÂ + AM = 


k(MĂ + AC), de unde AM — kMĂ = —BĂ + kAC sau AM + kAM = AB + kAC 


a — AB+RkAC 
şi, prin urmare, AM = e 


Lema e că ji sunt adevărate relaţiile: 

ru = E şi analoagele, 

ni = şi analoagele. 
a 


Demonstraţie. Aceste relaţii se obţin aplicând Lema 1 şi ţinând seama de faptul 


c ccos B 
că avem k = 1 pentru mediană, k = d pentru bisectoare şi k = ———= 


entru înălţime 
bcosC p L 


(evident, toate trei corespunzătoare laturii a). 


PTD TEN i aa ai setiiă e za Ille vagi feo a ape Da Ra 0 Po AP 
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Demonstrația Propoziţiei. 1) Ţinând seama de 5) şi 6), avem: 


ata 


2(b+ c) a 


5 AB + a VAB + CA _ bc? cb? | e 
( 


Mita 3 aj bre 2(0+c) 200). 


= E (+ 2 2)] = 2 [lore 7] = p(p-— a). 


2) Cu relaţiile 5) şi 7) obţinem: 
Size ra AB + AG bcosC - AB + ccos B. AC 
Th = S = 
a a 2 a 
2 2 
bc“ cos0 + b eee, (eee ir be) ap. 20 = 
2a 2a 
be i l fo 2 2 
2, (ecosC + beos B) + 2 (b +ce — 02) = 
be ( a2 + b2 — c2 i 
c b 


| 


i! 
== | | p? 2 _ 2 
2a 2ab 2ac 4 ( Re E ) 
_ 2202 + 2022 + 2c2a2 — at — bt — ct 452 
4a2 a2 


(în ultimul pas s-a 05 ioeeiulă lui Heron pentru aria triunghiului în forma 1652 = 
20202 + 2b2c2 + 2c2a — bt — câ), 
3) Procedăm la fel. Utilizând relaţiile 6) şi 7), avem: 


> = _bAB+cal bcosC ai acea AC _ 


a *'ta — 


b+e 
Ep E [2 nai ao tal aia E 
a(b+c) 
be (cos C + cos B) SR 
= 2be + b” 4 
eee) mea) 


Inlocuind cos C, cos B cu expresiile lor date de teorema cosinusului, după calcule de 
rutină obţinem că 


= 4 2q2b2 + 202c2 + 2c2a2 — at — pt — ct E 16,52 _ 4,52 


ta * ha = 


4a2 42 27 
de unde rezultă relaţia cerută. 
4) Avem: 
1 ) 2 2 
(3a + m2-—b 
— — 2. a 
Ma - A = ma: a: cos(M2, d) = ma-a: = 
Ma a 


_1l fa 2 2 _ lau 2 
= + (a + am — 45) = + c%). 


II. Din Propoziția stabilită, prin sumare, obţinem direct următoarele identități 


m Am im dm 
(2) 
(3) 
(4) 


E hm dl d 
lu Sa fiu $i 
E3 ăi d 57 


Identităţile vectoriale precedente pot fi utilizate pentru a obţine inegalităţi in- 
teresante relativ la triunghiuri. Astfel, pornind de la (1), prin utilizarea inegalităţii 
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o 0 a pri ş 
-- -- ec cercului ---- 

(x-a)? + (y-b)?=rîj 

--- functia cerc --- f (x) = +ANr?- (x-a)?+b; 
--- ec tangentei la cerc inM (Xg, Ye) e circumferinta 


(x-a) (X-a) + (y-b) (ye-b) =rî; 
Elipsa-- focare F. (-c, 0), F2 (c, 0); B(0,b);B' (0, -b); A (a, 0); A' (-a,0); 


ye [-b, bl] 


--- ec elipsei -- 
x2 y2 

— + — .-1=90; 
a2 b2 


--- functia elipsa --- f (x) =: 


--- ec tangentei la elipsa inM (Xe, ya) e circumferinta 
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op dsi0; 
a2 b2 
-b b 
Hiperbola-- focareF, F' -- asimptote verticale simetrice --y= — x; y=-—x; 
a a 


b A (xy) 


F(€,0) 9 4Î 02 F(e.0) X 


x = 2py 
x2 
y=f 0) = — 
2p 
p>e 


p<e 
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--- ec tangentei la parabola cu axa de simetrie axa 0Y -- in M (xp, Ye) e circumferinta 


X Xe = P (Y+Ye) 


p<8 -- - parabola va fi cu ramurile spre stanga -- graficul este similar 


--- ec tangentei la parabola -- OX -- inM (Xe, Ye) e circumferinta este: 


Y Ye = P (X-Xo) 
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Exemplu 1 --------- 


sin (x) = -1 


ga pană sf) 
= (-1) arcsin (-1) +k7x = (-1) + K7 
2 


Cazul 1 ----- 
k=2s ----k=par 
7 7 — 7 37 37 
Xa = — +2sx = — +2sx+T-T= — +2sSx+2x-2x = — +2 (s-1)rx=— +2 1lr 
2 2 2 2 2 
Cazul 2 ----- 
k=2s+1----k = impar 
T 7 37 
X2 = — + (2sS+1) m = —+2Sx+x = — +2 Sr 
2 2 2 
-—- deci solutia generala este --- x = = + 2 Kr 
Tr 
arsin (x) +arcos (x) = — --oricarexe [-1, 1] ---; 
2 
Tr 
arctg (x) +arcctg (x) = — --oricarexeR; 
2 
1 T 1 T 
arctg (x) + arctg -) = — --oricarex > 0; arcctg (x) +arcctg (-) = — ---oricarex > 8; 
x 2 x 2 
X+Yy 
arctg (x) + arcctg (y) = arctg = oricare--Xy 71 
1-xXy 
x-Yy 
arctg (x) - arcctg (y) = arctg ; —-oricare --xy 2-1 


Exemplu 1 ----- Sa se rez in R ecuatia: 

sin (5xX) = sin (3xX) 

Metoda 1 : 

5x = (-1)“arcsin (sin (3x)) +k7 

Metoda 2 : dezvoltam dupa k par si impar 

a) pt -kpar --k=2p -- undepez 

5x =arcsin (sin (3xX)) +2pr=3x+2px; 2x=2pr; 


Xp = pr pe Z 
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b) pt ---k=21+1-- undeleZ 


5x = -arcsin (sin (3xX)) + (21+1) x = -3x+ (21+1)x 


Tr 
Final : x e (pr /peZyU((21+1) = /iez); 
8 


OBS : pentru solutii comune - uneori adaugam sau scadem perioada (in cazul nostru 27) 


Exemplu 2----- Sa se rez in Recuatia:----sin (3x+2) = NE 


k i 3 k 7 
3Xx+2 = (-1) arcsin |l— | +kx; 3x+2= (-1) —+kxm; 
3 


2 
m 2 
a) k= 2p --- xp = (6p+1) —--spez 
9 3 
m 2 
b) k=21+1---x]41=-(61+4) —--; lezZ 
9 3 
x E XpU; 


Pornim de la urmatoarele 3 formule : 

sin2x + cos2x = 1; 

sin 2xX = 2sinxcosx; 

cos 2 x = cos2x - sin? x= 2cos2x-1=1-2sin?x; 
--- le deducem pe celelalte 


sin (a+b) = sinacosb+sinbcosa -- - analogie --sin (a+a) 


sin (a-b) = sin (a+ (-b)) 


cos (a+b) = cosacosb-sinasinb -- - analogie --cos (a+a) 
cos (a-b) =cos (a+ (-b)) 

sin (a+b) 
tg (a+b) = ———— 

cos (a+b) 

1 

ctg (a+b) = ———— 

tg (a+b) 


sinacosa+sinacosa 


cos acosa-sinasina 
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> i -cosa „a 1 2 1-cos2a 
cosa=1-2sin“ —; sin“ — = ; sin“ — = ; sina = 3 
2 2 2 2 1 + ctg? 2 2 
a „a  1+cosa „a 1 3 1+cos2a 
cosa = 2sin“ — -1; cos — = ; cos“ — = ; cos“a = șI 
2 2 2 2 1+tg22 2 
Substitutia Universala 
a 
tg-=t; 
a a sin 2 a  2tg3 2t 
sina = 2sin —- cos - = COS“ — = ————— = E 
2 2 cos 2 2 i+tg2î  i+t2 
îslă „a cos? 2 - sin” 3 „a A „a 1-tg:3  1-t2 
cosa = cos“ — -sin“ —- = cos? = = [1- te cos? = = ——2 = î 
2 2 cos? = 2 2 2 1+tg3 1+t2 
sina 2t 
tg a = = șI 
cosa  1-t2 
Produse în Sume 
cos (a-b) -cos (a+b) cos (a+b) = 
(1) sinasinb= --- din -- | (alti) 
2 cos (a-b) = 
cos (a-b) +cos (a+b) cos (a+b) = 
(2) cosa cosb = —— n din pa 9) 
2 cos (a-b) = 
sin (a-b) +sin (a+b) sin (a+b) = 
(3) sina cosb = —— a din-- | 3 
2 sin (a-b) = 
sina sinb  sinasinb  cos(a-b) -cos(a+b) 
tga tgb = —— —— ————— _————————j 
cosa cosb cosacosb cos(a-b) +cos(a+b) 
Sume in Produse 
-folosimprodusele (1), (2) , (3) 
a+b = Aj A+B A-B 
(4) | a = >. D= —— 
a-b =B; 2 2 
A+B A+B 
din (3) :sin (a+b) +sin (a-b) = 2sinacosb --sidin (4) --sinA+sinB = 2 sin cos 
2 2 
A+B A+B 
din (2) : cos (a+b) +cos (a-b) = 2cosacosb --sidin (4) --cosA+cosB = 2cos cos 
2 2 
din (1) : cos (a+b) -sin (a-b) = 
A+B A+B 
-2 sina sinb -- si din (4) --cosA-sinB = -2 sin sin 3 
2 2 
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-- = compunerea permutarilor este asociativa si necomutativa 
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i 2 A i A aa el, in cazul nostru 1 2 
Se [2 o (2) o (3) o (4) o (5) sie episteoa E iaca e Aia 
--- fie 2 permde ord 6 -- os, fs-- - si permutarea identica de ord6-- -es 


» 


» 


fetele 
Og = 


123456 
245361 ii ) 


123456). 
536124 Ş ( ); 


123456 


Os O fs (1) = os (fs (1)) = os (5) =6; 


12 3456 12 3456 12 3456 
06 O fs = = 3 
245361 536124 651243 
Inversa unei permutari ---- 
12 3456 ă a 
Os = (245 361]; --ptânversa se merge de jos în sus la --1-6, 2— etc 


a fn 
06 = 


614235 E --verificare-- og 0 og 1 = og 1005 = es; 


Inversiune a unei permutari ----i < j -- os (i) > os (]) 


m (06) = nr inversiunilor unei permutari 


Semnul (signatura ) unei permutari 

Pestii ia 2>4-fals--etc- 1<6--*+2>1 True 
POE A 
i 245361J? 2<3 4>5-fals--etc- 2<6--+4>1True 
--avem 7 inversiuni -- - deci og -- permutare impara 


e (06) = (-1)"(%) = (-1)7 = -1 -- og -- permutare împara 


--fie -- o, fA-- 2 permutari oarecare 


n! 
o -- permutare para daca -- e (o) = +1 -- - nr permutarilor pare = — 
2 


n! 
o -- permutare impara daca --e (o) = -1---- -nr permutarilor impare = — 


--proprietati -- - 

e (o f) =e (0) e (6) 
e (0) = (e (0))” 
Calculul os" 
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—— compunem og 0 og pana ne da ogK = eg -- apoi -- folosim es k = eg 


2 
Transpozitia (ij) a unei permutari oarecare o-- - nr transpozitiilor = Co 


er E RIO. IRRE, 0) 
Dă 


(13) te sc... sosi s.n 


---propr ale transpoz -- - 


(ij) = Gi) 

(ij)? =e 

(ij) = (3) 

e (ij) = -1 -- - transpesteo perm impara 


--- sa se scrie permutarea og ca un produs de transpozitii 


» 


123456 
“e fiii 


Proprietate --a e R--tr[aA] =atr[A]; 
a b 

A = : 
(za): 

trA=a+d; det (A) =ad-bc 


A2 - (trA) A+ det A I> = 02 


A? - (trA) A+ detAI2 = 02 | (tr) 
tr (A?) - tr[(trA) A] + tr (detA 12) = tr (02) 


tr[(trA) A] = ? --- notam ---trA = a 


tr[(trA) A] = tr[aA] =atr[A] = 02 = (tr A)? 


--Toate matricele patratice au proprietatea de asociativitate fata de adunare si inmultire 
(A+B) +C=A+ (B+C); (A +*B) *xC=A+ (B+C); 


tr (AB-BA) =0; 
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det (AB) = detAdetB 
det (A") = (det (A))" 
det (aA,) =a"det (A); ----n- ordinul matricei patraticeA 


ATA= AA! = In 


Formule importante 
ab 
A = 
hu a ); 
(a+b)"+(a-b)"  (a+b)"-(a-b)” 
An = 2 2 = 
(a+b)"-(a-b)" (a+b)"+(a-b)n |? 
2 2 
Exemplu ----- Sa se rez ec matriciala 
Xa = [ 1 A 
1 2]? 
Rezolvare --- n=3; A=%X; 
b)n+ (a-b)n 
dap) (ab) 2 1+ A3 3+ 3 
2 
-- - rezulta----a= ——; b=—— 
(a+b)"- (a-b)" = 1 2 2 
2 
143 3+N3 
X = 2 


AX=B | A”! la stanga 


ATAX=ALB 


XA=B |A'lladreapta 

XAAI= BA! 

XI, = BA! 

X= BAT! 

AXB=C | la stanga cuA'1-- la dreapta cuB! 
X=A1cB! 
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o pt matrice patratice de ord 2 


ab 
X = . 
(ca): 
trxX=a+d; det (X) =ad-bc 


X2 - (trX) X+ (det X) 12 =0> 
Sas pt matrice patratice de ord 3 


1 ga 
X= |-123 |; trx=1+2+1=4; detX = -20; 
-2 31 


S, = suma minorilor (determinanti de ord 2) de pe diag principala 


X> - (trX) X2+ S,X- (det X) I3 = 0 


A2 - (trA) A+detAI2 =0>; 


A2 = - (det A) I>; 


A = (trA) 1; 


tr (X2) = 13; 


det (X?) = (det X)? = 36; 


det X = + 36 = +6; ---- luamcele 2 cazuri ----detX= -6 --si --detX=6 
=== det X = -6 
X2 - (trX) X+ (det X) 12 = 02; --- devine 
4-5 -6 e o e 
- (trX) X- = ; rezulta 
0 9 0 -6 00 
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tr[(trX) X] =-2+3=1; 
(tr X)2 = 1; trxX==1 
trX= -1; 


X2 - (trX) X+ (detX) 12 =0,; 


a Eee 2 (3) (2) (3) 


tr x alle o» o -6 o -3 
trX=1; 

X2+detXI, 1 4-5 -6 0 -2 -5 
iar i [le + | ee) |, e aL 
--- pt det X = 6 -- - analog-- inca 2 sol -- X3, X4 
Metoda 2 

a b 4-5 
Exemplu „(e p Jsr(e 9 li 
X = A | X- la stanga 
X = X.A 
X? = A | X- la dreapta 
X> = A.X 
--- deci -- 
X.A = A.X -- - din aceasta ec scapam de 2 necunoscute -- rezultac=0; d=a-b; Rezulta: 
X = b N: --calculamapoi a, b, din ---X.X=A 


x2 - (trA) x+detA=8; 
--daca X. = X2 
A" = n x" 1A- (det A) (n-1) Xa" 212; 


--daca X. z X2 


3 A (det A) 13; 


SA Da 


SI sa De ES 


SAL 5 Da 


ilie ca ANI m 


Transpusa matricei. Proprietăți 

(A+ Bt = At + Bt 

(aA)t = aAt 

(A-B)' =B'- At 

Urma matricei. Proprietăţi 

Tr(A+B) =TrA+TrB 

Tr(aA) = a: TrA 

Tr(AB) = Tr(BA) 

TrA = TrAt 

Tr(AB) z TrA-TrB 

Determinantul de ordinul doi. Proprietăți 
det(AB) = detA : detB 

det(A.A> ... 41) = detA,detA, ... detA, 
det(4") = (detA)" 

det(A€) = detA 

det(aA) = a2detA 


Matrice de ordin doi. Transpusa matricei. Urma matricei. Determinant de ordinul doi 
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A,B e M,(C) 
A e M,(C),a e C* 
A,B e M,(C) 


A,B e M,(C) 

A e M,(C),a e C* 
A,B e M,(C) 

A e M,(C) 

A,B e M,(C) 


A,B e M,(C) 

A; e M,(0),i = 1,n,n e N* 
A e M,(C),n e N* 

A e M,(C) 

A e M,(C),a e C* 


Dacă A,B € M,(C) sunt inversabile, atunci: 
(AB) =B I-A 


(&AY = Lp a € C* 
[94 

(A) = (AL 

(40) = (4-1) n E N* 


Dacă AB = BA, atunci: 

Am - B" = ph - Am 

A >=B A B)A os 47 Baa AB Cap BD 
Anti + pa2nrl = 

Ai ) A ee ASP alp ape ABD ae Bt) 

CA BD = Ap CA Dap CA OAB sp 
Funcție polinomială de tip determinant 

f(x) = det(4 — x1,) = x2 — TrA:x + detA 


A,B e M,(0),m,n e N* 
A,B e M,(O),n e N* 
A,B e M,(O),n e N* 


A,B e M,(0O),n e N* 


Aplicaţie. Dacă TrA = 2 şi detA = 3, calculaţi 
det(42 — 1.) + det(A?2 + A) + det(42 + 31), unde A e M,(C). 


Utilizând Teorema Hamilton-Cayley avem 
A2 — 1 = 24 — 41, = 2(4 — 212) 
A2 — 2A + 31, = 02 >14 42+A4 = A(4+1,) 
A2 + 31 = 2A 
şi f(x) = det(A — x1,) = x2 — 2x + 3. Atunci 
det(42 — 1) = det(2(A — 21,)) = 4: det(A — 217) = 4: f(2) = 4:3 = 12 
det(A42 + A) = det(A(4 +1.)) = 3: det(4 +1) = 3-f(—1)=3:6 = 18 
det(4? + 31.) = det(24) = 4: det = 4:3 = 12 


det(A2 — 1) + det(A2 + A) + det(A2 + 31.) = 42 
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Lege Interna (Lege bine definita) peR --- (R, *) 

--- dacaoricarex, y e R -- - rezulta--x+*yeR 

Exemplu 1 Fie x*y=(x-2)(y-2)+2 Sa se deta,beQ|Z astfel incata*b eZ 
X*y = (X-2) (y-2) +2 


a+b = (a-2) (b-2) +2 


4 5 
-trebuieca : a+b e Z, deci (a-2) (b-2) e Z--ex- luam --a-2= -; b-2=-; 
5 4 
Parte Stabila 
Exemplu 2 
a) Fie x*y=(x-2)(y-2)+2 Sa se det x,y e R------------ [111 
Aratati ca H,=(2,+c0) este parte stabila a lui R in raport cu legea”*” 
Sa aratam ca oricare x,y eH, rezulta x*y eR 
X >2 
În 2 rexulta-- (x-2) (y-2) >0 |+2 -- rezulta (x-2) (y-2)+2>+2 
-- deci x+* y eH1l 
b) Aratati ca H, =(1,3) este parte stabila a lui R in raport cu legea”*” 
Sa aratam ca oricare x,y e H, rezulta x*y eH, 
1<x <3 |-2 -rezulta-- -1<x-2<1 -rezulta-- - |x-2| <1 
1<y <3 |-2 -rezulta-- -1<y-2<1 -rezulta-- -|y-2| <1 
[x-21ly-2|<1 
| (x-2) (y-2) | <1 
-1 < (x-2) (y-2) <1 |+2  --rezulta-- --- 1< (x-2) (y-2) +2<3---x*yeH, 
OBS 
Grupuri 


(G, +) - sa fie grup -- daca un element din G nu are simetric -- rezulta -- nu avem grup 
Se numeste ordinul grupului (G, +) = card 


Se numeste ordinul elementului x ingrupul (G, +) = 
cel mai mic--ne N--cuproprietatea x" =e 


---Daca n = ord (G) = cardG-- rezulta --x" = e --oricare--xe G 


--- Ordinul elementului divide ordinul grupului -- - ord (x) | n 
(S, *) -- - subgrup -- - daca 
--- oricare --z, w e S --- rezulta --zwles 


Exemplu -------- a,beQz=? --- astfel incat --- aobeN 


-58- 


46 | Formule Matematice Pentru Admitere- Iacob Marcu.nb 


=: DT —— =: 


7 7 7 7 7 


1 1 1 7X+17y+1 1 (7x+1) (7y+1) 1 
soy = 7xy e xey = 7 [+] + -]-- E 
7 7 7 


a, be Q4Zz=? --- astfel incat --- aob e N 


(7a+1) (7b+1) 1 
a0ob = —————————— - — =1; --- deex.--amluat--- lenN 
7 


7 
(7a+1) (7b+1) =8 


1 
ds = 2 a= 7 
7b+1 =4 b= 2 
7 
Inele 


Inelul (R, +, o) --esteinel faradivizori ai lui zero -- daca oricare 
X;, y ze,--rezulta --xoy ze, 


Inelul (A, +, .)-- -aredivizoriai lui zero-- daca exista x, y z0--a.i. x.y =0 rezulta -- 


X si y se numesc divizori ai lui zero 


Inelul (R, +, 0) -- comutativ (cu monoid comutativ) 
cu cel putin 2 elemente si fara div ai lui zero 
este -- - inel integru -- (domeniu de integritate) 


X*xy=Xy—ax—ay+a2+a 
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Restrângerea legii de compoziţie 


x *y = (c—0)(y—a)+a 


x + y = (x —6)(y—6)+6 


(G,*) este grup abelian/comutativ 
din proprietăţile 1, 2, 3, 4,5 


G = (a,) 


G = (6,00) 


1. Parte stabilă 


Vx,y E (ao) >x*y E (a) 


Vx,y € (6,0) >x*y € (6,00) 


2, Asociativitate x +y +z = 
(x xy) ez = xyz), Vx,y,zeG 


(x — a)(y —a)(z—a)+a 


(x — 6)(y —6)(z —6)+6 


3. Element neutru 


JeeG,vxeG,xre=erx=x e=1+a e = 7 € (6,%) 
4. Elemente simetrizabile i 1 „ 1 FIER 
— = 00 

Vx e G,3x' E G,x+x' =x *xx=e X Pe a X Pepi ; 


5. Comutativitate 


X*y=yxx,Vx,yEeG 


X xy = yxx,VX,y € (6,00) 


Element absorbant 
=: RXR-=R 


x*xa=ax*x=a,vxeR 


x*6=6x*x=6,vx€ehR 


Utilizări ale proprietăților: 


vx; ER,a€eR,i=1,n,neN',n>2 
Xa Xp Xa a Xa = 
din asociativitate 


(3 — a)(x2 — a)... (x, —a)+a 


(ca — 6)(ăx2 — 6)...(x, —6)+6 


XC x = 
de nori 
din asociativitate,n e N*,n > 2 


(x —a)"+a 


(x — 6)1+6 


elementul absorbant în compunere 
a€cR,neN* 


XA Xp a Aku kXp = 


Legea 
Proprietatea 


Proprietăţi ale legii de compoziţie 
xx*xy=axy+ax+ay+a2-a 


xxey=xy+ax+tay+a?z-—a 
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Xxy = xy +5x+5y +20 


Restrângerea legii de compoziţie 


x *y = (x+a)(y+a)-a 


x xy = (X7+5)(94+5)-—5 


(G,*) este grup abelian/comutativ 
din proprietăţile 1, 2, 3, 4,5 


G = (—a,) 


G = (—5,) 


1. Parte stabilă 


Vx,y € (-a,o) > x*y e (—a,o) 


Vx,y € (—5,00) > x*y e (—5,00) 


2, Asociativitate x +y +*z = 
(x e y) x z = xyz), Vx,y,zeG 


(x + a)(y+a)(z+a)-—a 


(x + 5)(y + 5)(z+5)-—5 


3. Element neutru 


e=1-a e = —4 e (—5,oo 
Je e G,vx e G,xre=exx=x ( ) 
4. Elemente simetrizabile Ş 1 i 1 
[i [i [i = ră X = — 5 e (—5,c0) 
Vx e G,3x' E G,x+x =x *xx=e x+a Xx+5 


5. Comutativitate 


XXy=yxX,Vx,yEG 


X*y = yxx,VX,y E (—5, 00) 


Element absorbant 
=: RXR-=R 


x * (a) = a)*x = —a,vxeR 


x * (—5) = (—5)xx = —5,vxeR 


Utilizări ale proprietăților: 


vx; ER,a€eR,i=1,n,neN',n>2 
Xa Xp Xa a Xa = 
din asociativitate 


(3 + a)(2 + a)... +a)—a 


(34 + 5) + 5)...(x 1, +5)—5 


DE 18 0 e 0 aa EX 
de nori (+ a)" —a (x +5)" —5 
din asociativitate,n e N*,n > 2 
elementul absorbant în compunere 
XE Cop aa (—Q) e e Xa = —a Ai NE et (DĂ A at a = =5 


a€cR,neN* 


inel, corp, izomorfism 


A,K e (Z,Q,R,C,Z,) 

A7O 

(A4,+) grup comutativ 

(A, ) monoid 

- este distributivă fața de + 
A7O 

(4,+) grup comutativ 

(A,: ) monoid comutativ 

- este distributivă fața de + 


(A, +) 


(A, +) 


(U(4),) 

IK| > 2 

(K,+) grup comutativ 
(K*,) grup 

- este distributivă fața de + 
IK| > 2 

(K,+) grup comutativ 
(K*,- ) grup comutativ 

- este distributivă fața de + 
(4,+) PS, A, EN, ES 

(4, +) PS, A, EN, ES,C 

(4,) PS, A, EN 

(4,) PS, A, EN,C 

x (y+z)=x-y+x-z Vx,y,zEA 


(K, +) 


(K, +) 


(py+z)-x=y-x+z:x Vx,y,zEA 
(A, +), (A2,*,0) două inele 
fa, 3 ap [FED = feroce 4 
2 fy) = fo (9), vaz, y € A 
f morfism de inele 
Jedi 2 (A funcţie bijectivă 
(4, +.) = (A2,*,0) 
(KU, ic ie a A 
fix +y) = fo) * ff), vx,y e Ka 
:K o K. | 
Pa Ka pop = fe Fovy E Ka 
, f morfism de corpuri 
ea E, funcţie bijectivă 
(Ka, +) = (K2,%,0) 
(Z„,+;) neN,n>2 
(Zi; +) p număr prim,p E N 


(Q(vd), +) d € Z — (1) întreg liber de pătrate 
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mulțimi nevide 


inel 


inel comutativ 


grupul elementelor inversabile din inelul A 


corp 


corp comutativ 


grup 

grup comutativ sau grup abelian 
monoid 

monoid comutativ 
distributivitate la stânga 


distributivitate la dreapta 


f se numeşte morfism de inele 


f se numeşte izomorfism de inele 


inele izomorfe 


f se numeşte morfism de corpuri 


f se numeşte izomorfism de corpuri 


corpuri izomorfe 
inelul întregilor lui Gauss 
inelul claselor de resturi modulo n 


corpul claselor de resturi modulo n 


corp pătratic 
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Morfism şi izomorfism de grupuri 


morfism Fie (G,,*) şi (G2,o) două grupuri. 
Funcţia f: G, => G, cu proprietatea f(x + y) = f(x) o f(y),vx,y € G, se numește 
morfism de grupuri. 


f morfism de grupuri 


i pe a se numeşte 
f funcţie bijectivă . 


izomorfism Funcţia f: G, = G> cu proprietăţile | 


izomorfism de grupuri. 


(G.,*) = (G2,e) notație pentru grupuri izomorfe 


EndG Dacă f:G — G morfism atunci f se numește endomorfism al grupului G. 
AutG Dacă f:G — G izomorfism atunci f se numește automorfism al grupului G. 
f(e.) = e2 


proprietate  f morfism de grupuri dacă f:G, > G, 4f(x') = (Fc), e G, 
fn) = (F09) „x e Gunez 


Morfism şi izomorfism de inele 
morfism Fie (A,,+,) şi (42,*,0) două inele. 


f(x + y) = 00 * FO), Va, y e A 


Funcţia f: A, > A>cupro rietăţile | 
pa fi Aa > Aa eu proprietăţile | px.) = foc) e F9) „va y E 4 
se numește morfism de inele. 


f morfism de inele 


„ua... „ atunci f se numește 
f funcţie bijectivă i î 


izomorfism Dacă funcţia f: A, = A2 verifică | 


izomorfism de inele. 


(A4,,+,) = (42,*) notație pentru inele izomorfe 


Morfism şi izomorfism de corpuri 
morfism Fie (K,,+,:) și (K2,*,0) două corpuri. 


f(x +y) = fFQO + FO), Va, y e Ka 


Funcţia f: K, — K2 cu pro rietăţile | 
FLA aa 0 BIO ENA pla ap) 0) a) oa ela 
se numește morfism de corpuri. 


f morfism de corpuri 


aaa 0 atunci f se numeşte 
f funcţie bijectivă f : 


izomorfism Dacă funcţia f: K, — K,> verifică | 


izomorfism de corpuri. 


(K, +) = (K2,*,0) notație pentru corpuri izomorfe 
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Schema lui Horner  -- - se foloseste pt impartirea polinoamelor cu (x -a) 
Exemplul --------- 
3 2 
di di iile isi 7 = ce 7 ---Teorena impartinii cu rest 
X-5X2 -2x+24 |, = 
2 (i -x-6) + 
x -4 x-4 


impartitor = x2 - 5xX2 -2x+ 24 

deimpartit = x-4 

catul = 1X2 -1x-6 

restul = 8 ---- rezulta-- x = 4este radacina a polinomului p (x) 
Exemplu2 --------- 


p (x) =2x5-3x2+5x-3; 


2X2-3xX2 +5x-3 . 1 
o i ii tai Sie i A 7 (2 x -x+4) + 


x-1 x-1 


2x3- 3X2 +5x-3 = (2xX2-x+4) (x-1) +1 


a2+b2+c2 = (a+b+c)2-2 (ab+ac+bc) = V/2-2V, 


a3+b3+c*= (a+b+c)*-3(a+b+c) (ab+ac+bc) +3abc=V.2-3V.V2+3V3 


a? + b?+ cf = Va%+4Va V3—4V12V2+2V22 


(ab)? + (a c)2+ (bc)? = V22-2V, V3 
OBS 
(a + X2) (Xa + X3) (X2+X3) =? 
-b _p ŞI E: 


X3 + X2 + X3 = — ---- rezulta ———X14 + X2 = — -X3;, X4+X3 = —— —X2; X2 + X3 = —— Xa; 
a a a a 


48 | Formule Matematice Pentru Admitere- Iacob Marcu.nb 


-d -d 1 -d 1 -d 1 
X1 X2 X3 = — -- -- -- rezulta --——X1X2 2 — —3X1X3 2 — —53X2X32— —; 
a a X3 a X2 a X1 
Se = X30 + X20 + X30 + X40 + sc... +Xnl=n 
1 1 1 1 1 i, 
S., = X1 +X2 +X3 +X4 teo. tXn = V4=— 
a 


S, = X12 + X32 + X32 + Xa2 + ek. + Xn2 = V12-2V2 


VP 
Il] 
M 
E 

=] 


Polinomul de gr 2 -- - intotdeauna cunoastem Sg, Sa, S> 


1 
X+ — e (-o, -2] U [2, o); 


x 
a Sns2 + b Sms + CSn =0----ptpolindegr 2 -- - 

----ptn = 8---- a S2 + b Sa + c Se = 0-- - Sa, S4... Sp din aproape in aproape 
----ptn = 1----aS3+bS2+cS14=0 


Polinomul de gr 3 -- -- intotdeauna cunoastem Sg, S,, S2 
a Sn,3 + b Spi2 + CS +dSn=0 
ptn=80----aS3+bS2+cS1+dSea=0 
ptn=1----aS4+bS3+cS2+dS,=0 

Polinomul de gr 4 -- -- intotdeauna cunoastem Sg, S,, S2 
a Snsq + b Spi3 + CSns2 + d SnnteSn=0 
ptn=80----aS4+bS3+cS2+dS1+eSe=0 
ptn=1----aSs+bS4+cS3+dS2+eS1=0 


-b 
X1+X2+X3+X42—; 
a 


Va 


c 
(Xa + X2) (Xa + X4) + Xa X2+X3X4 = —5 
a 


V> 


-d 
(Xa + X2) Xa Xa + (X3 + X4) X1X2= —; 


V3 


Va = Xa X2 X3 X43 


Aratati ca nu toate rad polinomului f sunt reale 
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--- trebuie aratat ca -- - 


a) Xa2 + X22 + X32+X42 <0; —-- sau 

b 2 2 2 2 2 2 gi 

) (Xa = X2) + (Xa = X3) + (Xa = Xq) + (X2 = X3) + (X2 —X4) + (X3 —Xq) <0; --- sau 
1 1 1 1 

C)—+—1+—+—<98; 
2 2 2 2 


X1 X2 X3 X4 
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Recurenta liniara 

Xn+3 = a Xnş2 + D Xnsa + C Xn 

r =ar2+br+c -- - ec caracteristica 
Exemplu 1 ---------- 

Xn+2 = a Xnu1 + b Xn 


r2-ar-b=0 


Daca -- rar —-— Xa = Ara" +Br2" 
Daca --r,=ra2 =-- Xa = (An+B) ra” 


1) Criteriul majorarii 

Daca |a,-a| <a, sia, +0 --rezulta--a,-a 
Daca a, 20, Sia, + --rezulta--ap > + 
Daca a, <a, Sia --o --rezulta--a, == 


2) Criteriul raportului (d' Alambert) 


în 
Daca a, >0 oricaren > ne, sidacaexista -- - lim | si = L e [0, +] 
ân 
Avem --a) Daca L e [0, 1]--- rezulta a, -0 
b) Daca L e (1, +o]--- rezulta a, - + 


b) Daca L=1 -- nu putem decide 


3) Criteriul radicalului (Cauchy - d' Alambert) 


Daca a, > 0 si daca exista aim (= e [0, +] -- atunci exista lim Xa, =L 


4) Lema Cesarro - Stolz 


Fie ---a,, b„--2siruri 


Daca -- -b, = strict monoton si nemarginit si daca exista za |) =Le [-o, +] 
Avem -- lim (E) m N 


5) Criteriul Clestelui 


Daca L«a,s<b,<c-L---atuncib,-L 
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00; a>1 
1 a=1 
lim (a", n = ? 
1 ( 3 > +0) o, la | <1 
nuexista a<-1 
o; k>0 
lim (n ,n-+co)="11, k=0 
0, k<e 
lim (n“ a" P n = 0) = 0---- daca --x = -1-- (lim alternanta --1, -1, 1, -1....) 
an 
lim [Sume] = m--- aaca-- av asiken 
n 
nn 
lim] —|=8; 
n 
1 n 
in [+2] „noaj=z sei 
n 
a 
lin ((a+n)s, ne) =2* -e; 


n (n+1) (n+3) 


Ă Ă 7n+3 
Fie un sir cu termen general -- - a, = 
co 
an - - - seria numerica 
n=1 


--sirul sumelor partiale a seriei 


ui n 7k+3 1 SR | 2 
Sa = Dar 3 d —— 3 [= + 
ari a K (k+ 1) (k+3) a K kr 
1 7.1+3 10 
S, = Dia sas ——— = — = =1.25; 
Zi 1.2x.4 8 4 
2 5 17 109 
S2 = Dak = aa +a2 = — + — = —— = 1.816 
=: 4 30 60 
n 7 1 2 3 
Sa = Dar = —-—- ă 
= n+1 n+2 n+3 
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Siruri Recurente 


Sirul de numere reale este o functie definita pe multimea N sau o multime finita A inclusa in N si ia 
valori reale. El se poate descrie prin mai multe forme : 

- printr-o regula de calcul a, =entt 

- prin mai multe reguli de calcul: 

d Si 1,dacan Și par d) 
n“, daca n = impar 

printr-o relatie de recurenta: 
(a, )n > 0 ao = lan = an +1l,n>0 
(3, )n 02 = 2 pa = BX E 0 
(yn n > 0 yo = 1, Ya = —1, Yan E Yn — 3Yn-un 20 


(2. )n 202, = 12 = [3 + Zn >1 


Un sir se numeste recurent daca este definit de o relatie de forma 
Xa = (noa Xn2 ee Xnok iN > K CU Xa, Xa, +, Xy termeni cunoscuti. In acest caz ke N se numeste 
ordinul relatiei de recurenta. 


> RECURENIA DE ORDIN 1 


Un sir definit prin relatia x, = axa + bV ne N „a,b e R fixate si xp dat se numeste sir recurent 
definit printr-o recurenta liniara de ordin intai. 
Vom scrie mai multe relatii: 
Xn = OQXn-a tb 
Xn-1 = QXn-2+tb 
Xn-2 = O0Xn-atb 


x> = ax, +b 
X4 ax +b 
adica(n) relatii pe care le vom multiplica de la relatia (2) la relatia (n) cu : a,a2,..., a 
apoi se vor aduna membru cu membru: 
Vom obtine: 
0 SP Ata ai E 0Zbgea ete PP Zac e ata = db 02 Nea AF 0 ca E asa a La sk 
+(l+araz+-::+a2+a"Db+ ahxg 
Vom reduce termenii asemenea din cei doi membri ai relatiei obtinute si se deduce 
x = b(l+ataz+---+an 2+ah-1)+ ax 
adica: 


EEE) 
3% +axn > 1siazi 
iar oentr(fa avem Xp = bn + atxp 


n-—2 
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Cazuri particulare: 


1. pentru a = 1, (x„)n > 0 devine o progresie aritmetica 
2. pentru b = 0, (x, )n > Odevine o progresie geometrica 


Convergenta sirurilor recurente de ordinul intai se stabileste prin mijloacele invatate pana in 
acest moment cu ajutorul teoriei. Teorema principala T. Weierstrass va fi folosita pentru a cerceta 
monotonia si marginea sirului. Principiul inductiei matematice va fi folosit pentru a determina 
monotonia si marginirea. 

Partea interesanta a sirurilor recurente este ca pentru a observa comportamentul unor astfel de 
siruri — convergenta sau divergenta — se presupune sirul convergent si se trece la limita in relatia de 
recurenta, determinand in acest mod limita finita sau infinita. 


Studiati convergenta sirului (x, )n > 1x4 = 5,Xp = pXn-1 3 si gasiti forma termenului 
general. 

1 
Xn = ăn + 3 


Xn-1 > q Xn-2 +3 
Xn-2 > q Xn-3 +3 
X3 = —X2+3 

3 4 2 


xX2 = 24 + 3,deci sunt (n-l) relatii 


ȘI ta IN 1 IEI i . 
Cele (n — 1) relatii s-au amplificat cu a it aa AT incepand de la relatia (2) pana la relatia 
(n — 1). 

Ă 1 i i i 1 1 1 
Din care: Xn + n-a + az Xn-2 + mt az X3 cărare, = zăn-1 + za Xn-2 + gre Xa + 


tat 3 (LI nt at) taia 


4n-—2 4n-—1 


; psd 3(n-—1) d 1 
Deci Xn = za St sau ra = a 5+4(1-2). 


Vom avea: lim Xn = liMasco (3 5+ 4 — = ) = 4 


n 4n=1 


Studiem monotonia sirului : 


x =5 
oma 

air Air 
_ 17 „365 

Li: zl Aude 


Avem X4 > X2 > X3 presupunem Ca Xp S Xp, Adevarat si demonstram Xa < X , dar 
Xn+1 = 2 + 3 si x, = 2 aep-a 3. 

Deci X4+1 — Xa = 2 (acm — Xn-1) < 0 din presupunerea facuta. 

Asadar P(n) adevarat => P(n + 1) adevarat vn > 1 Sirul (x, ),n > 1 este descrescator. 
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Vom avea x, S 5 Vn > 1, din monotonie si primul termen. 
Studiem marginirea sirului: vom demonstra ca x, > 4. 


. me 5 
Se verifica x, = 5 > 4x72 = 7 > 43 = 22 > 4 


Presupunem x, > 4 Adevarat si demonstram ca Xp > 4 
xn—4 


1 i A 
Vom avea: Xp —4 = pn + 3—4 = ăn — 1 = > 0 deoarece se stie ca x, > 4. 
Asadar, xx, >4Yn >. 

Prin urmare x, € (4;5]vn>1 

Fiind monoton si marginit, (x, )n > 1 este convergent. 

Notam lim co Xp = X si trecem la limita in relatia de recurenta. 


Se obtine ecuatia t = 2t + 3 => 4t=t+12=>3t=12=>t=4 


TEMA 1: Folosind modelul de mai sus, gasiti formula termenului general si studiati convergenta 
sirurilor. 


1) x, =2 
Va = xp = 1,n=2 
2) x =3 
1 
i că Zina tan > 2 
3) x, = —1l 
Xa > 3 Xp PF lytt>:2 


2 


Recurenta de ordinul 11 H- 


Un sir definit prin relatia Xp42 = Gaya + bxa, Vn > 1, cu xa, X2 fixati si a,b numere reale 
date, se numeste sir recurent definit prin relatie de recurenta de ordinul II. 


Sirul (x, ), cu x, = 0,n > 3 verifica recurenta de ordin II. 


Se vor cauta solutii de forma: x, =r”,curz0. 


Avem 7nY2 = art! + br? se simplifica cu 7? 4 0 si se rezolva ecuatia de gradul II: 


numita ecuatia caracteristica asociata recurentei. 
Daca A= a? + 4b > 0avem r,,r, € R si sunt distincte. Forma sirului va fi: 


iar u Si v se vor determina folosind conditiile initiale intr-un sistem: 


Daca A= a2 + 4b = 00 avemr, = r> € R. Forma sirului va fi: 


iar u Si v se vor determina folosind conditiile initiale. 


Daca A a2 + 4b < O cele doua radacini vor fi complexe si conjugate r,,rzeC, se vor exprima 


in forma trigonometrica: 


In acest caz, sirul (x, ) va avea urmatoarea forma: 


Iar u si v se determina din conditiile initiale. 


In cazul recurentei de gradul II vom urmari sa determinam forma termenului general si limita 
sirului. 


Asadar sa recapitulam etapele de lucru: 


- scrierea ecuatiei caracteristice -72- 
- rezolvarea ecuatiei caracteristice 
- descrierea formei sirului in functie de natura si numarul radacinilor 


In urmatoarele exemple se vor aborda situatiile descries in modelul teoretic pentru a determina 
forma termenului general si eventual convergenta. 
SD Fiesirul (x, ),n > L,xn2 = Dănri —6Xp 1 = 1,x2=3 

Ecuatia caracteristica este: r? = 5r—63r,—5r+6 = 0O'si are radacinile r, = 2 sir, = 3 
reale si distincte. 
Atunci x, = u2” + v3" vom avea: 
(Zu + 3v=1 

4u+9 =3 
din care: u = Osiv == 
Asadar: x, = - e d 


Xp = 3"1 „n > 1 este crescator si convergent la -+co 


Ş Fie (x,),n > 1,15xp2 = —2ămi fă =0,x>=1 


Ecuatia caracteristica: 15r2 = —2r+13515r2+2r—1=0 

___—24V4+60 __ —2+8 . î. 
d/a 30 Tae! 312 3 

uU V 
n n 3 i 3 = 0 9[/aNh INN 
Avem: x =u (2) +v(-2) SI Ap = > Xa (3) + (-2) |n > 
SITA Uma 

Pentru n = par: X2n = 2 ee e ml 
Pentru n = impar: X2n-a > 0—0 


Deci: lim x, = 0. 


NO 


9 Fie (x, ),n> 1,2 = hrăni — him = 1,2 =2 
Ecuatia caracteristica: r? = 4r —4 >r2—4r+4=035r=r,=2 


i .(2u+2v=1 
. = n n 
Deci: x, =u2'+wn2“ si (a 8 = 2 


Ă 1 
Vom avea: v = Osiu == 


1 E 
Deci: Xp = 3:21 = 2" 1 = oo 


1+V3 __—1+V3 


g '"2 32 


. 1 1 
(.] Fie (n) n > 1, Xn+2 = zăn+ 6 


16 XX = 


iza 1 1 
Ecuatia caracteristica: r2 = i da Ana 16r2 —4r +1 = 0cur,n e 
__ 44V16—416 _ 4+t4iV3 :( iV3 


T. Ca )>r = 1 (cos? + sin) sir = (cos? isin?) 
12 2-16 2-16 42 — 2 14 3 3 14 3 3 


1 21+V3 
478 
1 —1+V3 
D= 8 


E că 


- >u=Isiv=l 


1 V3 
n ( . = + VA =) . 
1 NT „RTC . 2 
Avem x, = (=) (u cos — + vsin ) SI a 
(u cos E + vsin 


INN NT „NC 
Vom avea: x, = (=) (cos? + sin "n > 1 


_ 5 nr 6) NT 
Xp = 4 COR 4 SIN z 


il i, NT „NC S 
Cum (2) = O si cos— < 1,sin— < 1 avem lim x, =0 
4 3 3 no 


Produsul unui sir marginit cu un sir convergent la 0 este un sir convergent la 0. 


€ Iata acum si enuntul lui Fibonacci: 
na > Însa + În]n > 1 cu fi = fa = 1 Sau |fpsa = fa + fa-a]cu fo =0,fi=1 
Cur? =r+ 1 are radacinile r, = IE, = 15 


Deci: f„ =u: (25) Pi: (=5 convergent la +oo 


6. Un alt model de sir recurent iese din tiparele descrise, dar pastreaza modalitatea de 
rezolvare. 
Astfel, fie 


(den br NEN, Xa = x 2-+ Xa Xa = V2 


Vom avea: Xp = V2,x, = V1+V2 2,x3 = [2 + V2+V2 2 + V2 


Toti termenii x, > 0vn e N 
Observam: x2 = 2 + Xp Si X244 = 2 + Xa 
Presupunem ca x, > Xp Adevarat si demonstram ca xp > Xa: 


AVE 00 ap = 3 = Deea (2 Pai 0 > Xe > 7 aq 2 > 0 aa > a 


> (x) crescator 


x, = [2 + Vz< V2+2 = V4=2 se 
Presupun ca x, < 2 Adevarat si demonstram ca Xa <2 
Dar Xp = V2 bă <V2+2=vV4=2 


Fie lim x, = x trecem la limita in recurenta: x =V2+x > x2=2+x >x2—x—2=0cu 
N—oO 
solutiile x, = —1 (nu convine), x> = 2 


Sa se arate ca urmatoarele siruri sunt divergente, gasind forma termenului general prin tehnica 
descrisa pentru recurenta de ordin 2: 
a) Xnsi Sah > 1,X9=1,x,=0 


1 

b) Xa = — 3 (n — Xn-a n > 1,X0 = 0,xa = 2 
C) Xa = —Xn+2h 2 0,xo = 0 

d) Xa = — 22 + (—19)",n > 0,xo=1 


e) Xp = 3Xpa tl,n>2,Xx4 = 
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+ 00 x>1 

1 =1 
Limit x", n > o] = 

[7] -1<x<1 


nu exista Xx< -1 


In (1+xX) <x--oricarex20 


x 
+ 
x|IR> 
A 
N 


fi a n 
17 k 1 
pta=0--b=1; == tim Dr [2] = jr oo ax; 
n a |n o 
Formula Sterling pt Limite 
niyn 1 1 
n! = N2zn (-) e% -- - unde < ap < -- unde --a, -8; 
e 12n+1 12 n 
1 a A A 1 
N o | =: 
n (n+1) (n+2) (n+3) ....(n+p) P-p! (n +1) (n+2) (n+3) ....(n+p) 
1 1 1 1 
k(k+1) (k+2)...(k+p) p (cae (k +2)... (k+p-1)  (k+1) (k+2)... az): 


OBS : Nu se pune problema continuitatii in punctele unde nu este def functia!!! 


In punctele de discontinuitate nu exista derivata.0 fc derivabila este si continua. 
Reciproca nu este adevarata! ! ! O fc continua poate sa nu fie derivabila 


Derivabilitatea se face numai pe intervale deschise. 


Se calculeaza apoi derivata în Xe folosind definitia-- - fs,a' (Xe) = 
„FF 0) = f (o) 
lim ————j 
X=Xe X = Xe 
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1) f:I1-R--- fccontinuapeIsi--- a,belI,ac<b 
2) f (a) f (b) <0 ---- 


Rezulta -- - Ecuatia f (x) =0 --arecelputinosolin intervalul (a, b) 


Is (Xe) Lai la (Xe) -- Xe € Dmax 


--- in toate celelalte cazuri avem discontinuitate de speta II 


-'toate fc fara ramificatie sunt continue pe tot Dax 
- functiile sunt continue si in punctele unice 
ex: f:(-1)U [0, 1] --- fccontinua automat si inxe =-1 
multimea punctelor de deriv ale fc sunt --x e (0, 1) 
3) Sirul lui Rolle -- alternativa 
O ecuatie cu coef complecsi are cel putin o sol reala intre [a, b] 
--- daca fc asociata ecuatiei satisface cond: 
---- f- continua pe [a, b] 
---- f(a) f(b) <o; 
---- daca în plus fc este strict monotona pe [a, b] -- fcare solunica in [a, b] 
OBS : --pt a gasi un interval mai mic unde se afla sol unicadin[a, b] 


--- se cauta c e [a, b] ptcaref (c) are semndifdef (a) sauf (b) 
-- rezulta sol e [c, b] sau e [a, c] 
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2772 
9 REZUMATUL CAPITOLULUI e 


Funcție continuă într-un f: D=R este continuă în xp e D dacă și numai dacă pentru 
punct xp al domeniului de orice vecinătate Va lui /(xg) există o vecinătate U a lui xp 
definiţie astfel încât pentru orice x e UN D să avem fix) e V 


Funcție continuă pe o 
mulțime 


Ț:D-R, Me D, spunem că feste continuă pe M, dacă este 
continuă în toate punctele mulțimii M 


f: D-R, xp e D, x punct de acumulare al mulţimii D; 
feste continuă în x dacă și numai dacă / are limită în xo şi 


aim fi) = fig) 


Continuitatea cu ajutorul 
limitei 


Continuitatea funcţiilor 
elementare 


Funcţiile elementare sunt continue pe domeniile lor de definiţie 


Punctul de discentinuitate xp e D se numeşte punct de 
discontinuitate a2 prima speță al funcţiei f: D-R, dacă 
limitele laterale ale funcţiei în xp există şi sunt finite. 
Punctul de discontinuitate xg e D se numeşte punct de 
discontinuitate de speța a doua pentru f: D —R, dacă nu este 
de prima speţă. 


Puncte de discontinuitate 


Operații cu funcţii 
continue 


Suma, diferenţa, produsul, câtul și compunrea a două funcţii 
continue este o funcţie continuă 


Funcţia f: /-—R, interval, / CR, are proprietatea lui Darboux 
dacă oricare ar fi a, be, a<b şi oricare ar fi A cuprins între 
fila) şi f(b) există c e (a, b) astfel încât f(c) = 4. 

Orice funcţie continuă pe un interval, are proprietatea lui 
Darboux pe acel interval. 

Dacă f/:/-—-R, / interval, / CR, este o funcţie continuă pe 7, iar 
a, b e I astfel încât f(a)-/(b) < 0, atunci există c e (a, b) cu 
proprietatea /(c)=0. 

Dacă f:I-—R,/ interval, JCR, este funcţie continuă care nu se 

anulează pe 7, atunci f păstrează semnul constant pe /. 


Proprietăţi ale funcţiilor 
continue pe intervale 


LIMITE DE FUNCIII 


FUNCŢII — LIMIE UZUALE. LIMITE REMARCABILE 
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| pa | „1 „1 
lim —=0 lim —=0 lim — = —oo lim — = +00 
XX XX x—0 xXx x—0 X 
x<0 x>0 
i a  |%,dacaa>0 
lim x“ = 
x—co 0,dacaa <0 
lim 3/x = 00 lim 3/x = 0 


lim Va =00 


X—% XX 
Ă co, daca a>l i „ |O.,dacaa>l 
lim a“ = lim a“ = 
x 0, daca ae(04) x co, daca ae (0,1) 
i | o, daca a>1 bi —-, daca a>1l 
im log, x= im log, x= 
renta -0 , daca ae (0,1) ar Baa co, daca ae (0,1) 
x>0 


ELA 
limarctg x = zi 


ELA 
lim arctg x = E; 


X—O X——00 
lim tg x=+o0 lim tg x=-—co 
x pisică 

2 


lim f(x)= f(a) unde f:D-—R funcţie elementară sia e Dpunct de acumulare 
X—a 


funcţiile trigonometrice nu au limită în punctele 0,00 


1 
lim (1+ x) =e 


je je 
lim|1+—| =e lim |1+—]| =e 
x—o0 pia X——00 x x—0 
i LE 
Xx>0 xXx Xx—0 xXx 
fir arcsin x i lim arctg x _ 1 
x—0 x x—0 X 
xK a 
lim —=0,keN,a>1 lim —=o,keN,a>l1 
Xe q XX 
„Inţl+x BE r_ 
sa 2) zi lim € =Ina ,„a>0 lim (E) Iei 
x—0 X x—0 x x—0 X 
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OPERAŢII CU LIMITE (ȘIRURI ȘI FUNCŢII) 


REGULI DE CALCUL CU LIMITE FINITE 


Şiruri 


Funcţii 


dacalima, = asilimb, = bundea,b e R,atunci: 
lim(a, +b,)=lim a, tlim b,=atb 


lim(a- a lim a, =a-a 

lim(a a, -b„)>=lima,-lim b,=a:b 

lim| În alin ci d unde bz0 
b, ) limb, b 


lim(ab» )= (lim a,» = a? unde (a,b) (0,0) 


daca lim f(x)=1, lim g(x)=12, hi, Lp eR atunci: 
xX—a xX—a 
lim( f(x) 9(o))= lim f(x) lim g(x)= nl 
x—a x—a x—a 
lim a- f(x)=a- lim f(x)=a-l 
x—a x—a 
lim f(x)-g(x)= lim f(x). lim g()=1u-L 
x—a x—a x—a 


lim f(x) 
lim [*) aia. Ei unde 1» 20 
x=a glx) lim g(x) L 


lim g(x) 
lim f(x)%0) = lim 00) =1l: unde (4,1, (00) 


REGULI DE CALCUL CU LIMITE INFINITE, EXPRIMATE FORMAL 


Adunare ice o+a=o,aeR cazuri de nedeterminare: 
— 00 — 00 = —00 -o+a=-o,aeR 00 — 00; —00 +00 

Inmultire A o0,a > 0 -oo,a >0 | cazuri de nedeterminare: 

co: (— 00) = —00 OC ca <0 (-0)-a= coa <0 o-0; —co-0 

o): Co)=e 

aeR aeR 
Impartire d atei. oo [oo,a >0 —-oo  [—c0,a>0 cazuri de nedeterminare: 
a  |-ooa<0 a looa<0 SI i 
—=0,aeR aeR” aeR” ec, ie 00 
Putere 00% = 00 a  |oa>0 »  |oa>l x  |O,a>l cazuri de nedeterminare: 
a = = 
0-2 =0 Oa <0 0, 0<a<l oo, 0<a<1 | 1*41*;c0%;09 
aeR* ae(0,%)- (1 ae(0,%)-4! 
0” =0 
1 1 1 
Cazul — = —0 ——=o%0 
0 9) 0, 

Limita 
functiei lim f (g (x)) = lim f (y)unde B = lim g(x) 
compuse x=a y>p x—a 
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7. Limita unei func ii compuse 
Teoremă: Fie funcţiile u:A DB şi f: B RR, a un punct de acumulare al mulţimii A şi b un punct de acumulare al mulţimii B. 
Dacă: i)limu(x)=b 
x—a 
id)u(o)zbNxeA-la) => limf(u(o))=l 
x—a 
iii) um f(y) = 
y>b 
Consecin a 1. în condiţiile teoremei anterioare, dacă în plus be B „iar feste o func ie elementară, 
putem scrie: A 


89) 


A 
x 
6 


7 
>= 
6 


Exemplu: Jim cos2x= lin 3 = cos? SR 


| - „iei (limita modulului = modulul limitei) 
Consecin a 2. Dacă f are limită în x, atunci | f | are limită în x, şi] 11] / (4) 


Un procedeu practic pentru calculul limitelor funcţiilor compuse îl constituie metoda substitu iei. 
Această metodă constă în aplicarea teoremei privind limita funcţiei compuse, folosind notații convenabile. 


Exemple. lim ue. E 
so x2ryl 


xl | i xl 
not.: (= za Avem : limu(x) =, şi uz limă at = limâlu(x) = 
++ x so x +x+l x 


Dliminxx =? 


230 3) lim sine" =? 
x>0 X——00 
not: y=Nx şi y—>0,y>0>limyx =limy =0 not: y=e' =>y—0> lim sine = ii = 9) 
=> => X——00 
x>0 y>0 


Prof:Ciocotişan Radu 
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8. Limite remarcabile 


Următoarele formule permit calculul unor limite în cazurile de nedeterminare — şi Il” 
numărul e este un număr irațional cu valoarea aproximativă 2,7 1828132855). O 


0 2 — 


$ 


În particular 
dacă a=e 


rehR 


In(x+1) 
Exemple. . PRR. RR SE PNR = INN! a DS m d 3 ll. rate 
2721) 2 x In(2x+1) 2 2.)lim E a ral șI mu: 
2 sin 2x 
E in 2x î. 2 
Mail (xxip=1 1 4)lim= iii DE e 
3.) lim— = lim———— == 50 sin]x xx sin7x 7 7 
x—0 x x—0 x 3 e 
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9. Metode de calcul al limitelor de func ii în unele cazuri de nedeterminare 


2 X 
Cazur | (2 “] | 
2 lim 2 +5 as = | 


1. Metoda factorului comun: oo DE qi pi 3% at 
pi p +] 
Exemple. ] 


- (lt +1 îi 
Li E o lim = lim 2 = lim =0 om) 
ST AD E li ANI „Inx—2 
Xa 3.)lim sac = i — Se 
jo x—0 În x+2 x—0 2 
1 x>0 x>0 %) | 
In x 


2. Utilizarea unor limite remarcabile 
Această metodă constă în aplicarea următoarelor formule (care vor fi demonstrate în capitolele următoare) 


(exponen iala “ajunge mai repede” 
la infinit 
decât polinomul ) 


E. 1 1 
Exemplu: i ae al SRI PRE, O E 0) 


IM ————— = lim im 
x—>00 pă ab 3" x—00 ș, x X—>00 3" 
31 a] 

3. Simplificarea ((3 


Pentru realizarea simplificării se folosesc diverse procedee cum sunt: folosirea unor formule de calcul prescurtat, metoda 
substituţiei, amplificarea cu conjugata. 

X+3x+9 270 9 

= m = Um = = 

sa m —0 3 (x 3har3) a x3 6 2 
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4Substitu ia  p(x) 0 


lim ia 
Pentru a calcula => O(x) în cazul 0 (P şi Q sunt funcţii polinomiale), 
dacă descompunerea în factori a lui P(x) şi O(x) este dificilă, folosim substituţia. X — Xp 
Exemplu: 


1 imp 77% +21x—15 
a 1 zi 3 Mă 

ol x +2x i da. | | | 

Limita devine: _q XE —Tă+2lx-l5 (>+1) —7(y+1) +21(y9+1)-15 __10 
Il = lim : 3 = lim i i 2 

x x +2 aq 7 (911) +2(y+10) +(+0-4 11 


facem substituţia x- l=y atunci x=y+ 1 şi y—0 


5. Folosirea formulelor cu privire la limitele remarcabile 


Exemplu: : 
2 2 2 2 2sin? sin a 
„__e" —cosx .. e" —l+l-cosx .. [e' —l l-cosx| .. e* —l .. l-cosx | IE 7) 
Lim—— > lm———— = lim + = lim +li = 1+lim = 1+—lim] 
x—0 X x—0 X x—0 X X x—0 X x—0 X x—0 x 2 x—0 X 
2 
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| | 3 1 
Cazul time =3ac+ 1 limae(1- 2 jel 


1. Metoda factorului comun: 


2) lim(2* +3 —4*)= ims|[2) =63) -] = o0-(-1)=c0 


XA XA 


3.)lim(In x x)= imaț 1] = o0-(—1)= —o0 


XA X—% X 


A)lim(2x- Ve mi) umala- |) = c0-Î = oo 
X—00 xX— x 


2. Metoda conjugatei 


în cazul în care expresia a cărei limită trebuie calculată conţine radicali, o altă metodă este amplificarea cu expresia conjugată. 
Exemple. 

1. Pentru a calcula lim( —NX i +] ] metoda factorului comun nu este eficientă deoarece conduce la nedeterminarea [* * 0]. 
Procedăm astfel: Lcd 


2 
1.) lim = +1 )= tim ia (E AB e Aita e dă 3 RR N RE SRI e ERT, 


I> o x> o x + 2 să sq x2 +] 00 


| 
2) lim Na+ 1 = Na = Dim = 
i | me (aval) ae A (op ae a A? 


Prof:Ciocotişan Radu 


Cazul |). 00 


Scriind produsul f * g sub una din f 


se transf 


00 
în ul sau înl—lul 
00 


-ya 


msn 20 pp PE 8 up E „421-020 
Exemple. 1. lim x sin „2 > AUD 4 X—00 J au: 
X 
l co 
1 [0-00] „. ex [o]. 2” — 
2 lim xe? Jim i > lim "> = 


în acest caz, se foloseşte formula de unde rezultă că 


St , l 


XI ES 1 
Exemplu. lim (6 — x) 25-x2 =lim (a + (5 -x))33) 2530 a pal 


Prof:Ciocotişan Radu 
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DERIVATE 
(uvt)'=u'vt-+uv't+uvt'; 
isi deal lazi 

x 
f (x) 
eco pr Le: 
f 00) 
Derivabilitatea functiilor 
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a) Multimea punctelor de deriv ale fc sunt -- acele puncte unde -- exista si fs' (Xa) = fa' (Xe); 


ex: f:(-1)U [0, 1] --- fccontinua automat si inxe =-1 
multimea punctelor de deriv ale fc sunt --x e (0, 1) 
(în Xe = -1nuavem --f;' (-1), nici fa' (-1) 
in Xg = Onuavem --f,' (0) 
in Xg = lnuavem —-— fq' (1) 


b) Multimea punctelor in care fc are derivata - 


----sunt acele fc unde exista una din f,' (X9) sau fa' (Xe) finita sau infinita 


ex: f:(-1)U [0, 1] 
F 0%) = aresin [x- ax); 
f' (x) = 

1-x2 A2xN1-x2 


fa (0) = lim (f' 0), x>0) 


f; (1) = lim (f' (0%), x<1) 
Deci -- multimea punctelor de derivale fc sunt --xe (8, 1) 


Deci -- multimea punctelor in care fc are derivata sunt --x e [8, 1] 


(%) i 
[] Fo) at] = b' (X) f (b(x)) -a' 0) f(b(x)); 
a (x) 


(fog) (x) =f (6 %))g' (X) 


(fofof)  (X) =f (f(F009)).f (FO0)).f' 0) 


+oo -- - deci exista fa (9) = + inxXe =0 -- deci fc are derivata 


+0 -- - deci exista fs (1) = +o inxXg =1 -- deci fc are derivata 
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(9) 00 = a —- unde -- - ye = f (X0); Xe = f”* (Ye) 


ex: f:R=>R; f (0) =x*+2x+5; -continua si bijectiva 

(£1) (8) =? 

Rezolvare : 

etapal --— 

f (X9) = Yo»; Yo=8> f(X0) =8,; Xe=? 

X9 +2X0+5=8; singura solrealaxg = 1; (deoarece functia este bijectiva) 
etapa2 ---— 

f' 0) = 3x27 +2; 

f' (o) =f' (1) =5; 


etapa3 --— 
i 1 
dr m-a: 
5 
Exemplu 1-a 


F:R-R 


f (x) =x+e*; f' (X) =1r+e*; 


a)--- fl(1) =? 
x+e* =1--- rezulta ---x=0; Deci: 
fl (1)=8; 
Doe (E) e) = 
x+e* = e*-- - rezulta ---x=0; si --f' (0) =2; 
(7) le) zi 
F'to)y 27 
sin x (sin x) cos 0 
Cc) ------- im Sa »Xx=>08= — =1'H= lim E = »XxX=>0= A =.23 
f (e) Ş (F-)" (e*) - 


(F)” om _— - unde == ya = * (re) 


ex: --fF:R>R; --f (x) =xre%; 
f' (x) =1+e%; f'' (x) =e%; 


(e) =? 
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Rezolvare : 
etapa 1 ----stim ca yo = 1-- Xp =? 
f (X9) = yo --- f (Xo) =1 


deci -- Xe = șl (1) = o; 
ii f'' (9) e? 1 
e PR all. NR „ie 
[f' (0)] [1 + e%] 8 
Punct de inflexiune al Gg in Xe 
--- estesolec f'' (x) =8-- - cu schimbare de semnalf'' 


Punct de intoarcere al G; în xg 


fi (Xa) => +00 


fa" (X9) = -o ---- sau invers 
Punct unghiular al Gr în Xe 
fs" (Xo) 2 fa' (Xa) -- - sicelputinuna finita 


1 ” (-1)"n!, 


x+a (x+a)nl 
Ecuatia normalei la Gţ intr - un punct 
1 
y = f (Xe) = (X = Xe) 
f' (e 


Exemplu : ------- Sa se calc aria marginita de axa OX curba y=In(x) si 
de tangenta la aceasta curba care trece prin origine 0(0,0) 


f: (0, +0) -R 


f 0%) =1nx; 
1 

f (X)=— 
x 


---- ecuatia tangentei la curba f (x) in xp este -- - 
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y-f (o) = f' (Xe) (X- Xa) 


---dar f (X9) = În xX9 


1 
1) y-Inxe = — (X-xX9) ---- ecunei drepte 
Xe 


--- sa calculam Xe = ? 


-- stim ca dreapta 1) treceprino (6, 0) 


1 
0 - In xp = — (x-8) ----rezultaxe=e 
Xe 
--deci ec tangentei la curba -- - y = Inx -- tangenta care trece si prin0 (8, 0) vafi 
Calculul ariei --——--—-—-—— 
y 


ol 
x e 

AocB = AoBA — AcAB = [= ax- | înxax= = - 1; 
e e 1 2 


Exemplu 1--------ooeo-- 
1 

f: =, =) =R 
2 


f (>) =1n (2x-1)-x 


fi (9) =? 
f' (x) = - 1; 
2x-1 
-4 
002 3 
(2 x = 1)2 


L] 
“Vu 


fi (x) = 
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ân 


P (n) : f( (x) = PRET Iri --- unde a2 = -4; 
x — 
' -1 
P(n+1) : fn: 00 = |) = -a ll cdi A Pi a RI II 
i zi ca n zi => 2 
(2x- 1)" (2 x - 1)21 (2x10) (2x-1)m1 


a2 = -4; ----ptn2z2; 
n= 2; a3= -2+2a2 
n = 3; a4= -2+*3a3 
n=4; as = -2*4a4 


n=5; ag =-2+5 aş 


n=n-2; an-1=-2+* (n-2) an2 
n=n-1l; an =-2* (n-1) ana 
inmultim : 


n-2 
a3 a4 as ag. ân-1ân = (-2) (n-1) !a2aza4asag... ana 


a, = (-2)"2 (n-1)!a2; ---cuaz=-4; 
30042) 2 02) 2 (nic) în set) 2 dn) e oa) 2001) 4 
an = (-1)"2"(n-1)!; 
pi da) ee ea 1) a (ne, 
(2x- 1)" (2x- 1)" 
Exemplu 2-00 


1 ” (-1)"n! 
X+a (+ a)” 
Puncte de extrem 

P (a, b) -estepunctdeextremaG,daca: 

a) f' (a) =8; 

b) f (a) =b; 

c) In Xo=a --- f' (x) isi schimba semnul 

Cum aratam ca o fc este de 2 ori derivabila în xe 

a) f continua în Xo-- - Ls (Xe) = La (Xe) = f (Xe) -- - Xe € Dmax 


b) f derivabila în Xe -- - f's (X9) = f'a (Xe) == -unde 


f O) —f (X9) 
f's (Xe) = Lim îi cai ul a) (o) = lim 
X<Xe X = Xe X>Xe 


c) f deriv de 2 ori în Xe 
(f') e (Xe) = (f') "q (Xe) =- = unde 
f' 00 -f' (o) : 


a pai (Xa) = lim E pi (Xo) = lim 
X<Xe X - X9 X>Xe 
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ff o) 


2 
X — Xe 


ff! o). 


X - Xe 


5] 
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O functie admite primitive pe D daca fc este continua peD; 


a) Orice functie derivabila este continua (recipraca falsa) 
F' (x) = f (x) deci primitiva --F (x) -- - obligatoriu este continua 


b) Daca o fc admite primitive pe [a, b] --- rezulta feste integrabila pe [a, b] 


b 
| fo dx=F(b)-F (a); 


(t) ; 
[| Fooax] =fouto' w-fawa'w; 
a (t) 


a) f:D-R, f O) Ze... 
F (x) - (O) dx; 


F (x) -- esteoprimitivaa fc f (x) daca : 
- F (x) -- - derivabilapeD 


azi E ) = f 0); 


b) feste primitiva lui gdaca ----f'=g; ---f 00 = [e co ax; 


1) O functie admite primitive pe [a, b] daca-- - f (x) este continua pe [a, b] 


2) O functie este integrabila pe [a, b] daca-- - f (x) estemarginitape [a, b] 
3) F (x) = Ţe (00) dx; 


4) F(X)=f0%); 


a 
| fimpara (X) dx =0 --- sia>8; 


a a 
| fpara (X) dx = 2 | fpara (X) dx -- - sia>8; 
[7] 


-a 


iki (x) dx =8; 
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-- F (X) - este derivabila pe Da, si 
--F' 0) =f 00) 


Fie f: [a, b] -R 


-- fc integrabila pe [a, b] (adica functia este si marginita) 


--m (b-a) < f (x) <M(b-a) ---oricarexe [a,b] 
2) Proprietate 
Dacams< f (x) <M, si g (x) >0, ---rezulta 


f:[n,n+3]-R 


3 


x 
f (O) = -- - Facem monotonia 
XS +1 
3x2 (1-x2) 
f' (>) = ———————— <8 --oricarex e [n,n+3], ne N*-- - feste descresc 


1 + x5 


n<x<n+3, si fdescresc -- rezulta 


n> (n+ 3)5 
m = = fn) 2f 00 2f(n+3) = —————— =mM 
n +1 (n+ 3)56+1 
Aplicam -- - limita spre + 
n> +3 (n+ 3)3 
3 (n+3-n) s | f 00) Ax <——— (n+3-n) 33 
n5 +1 n (n+3)5+1 
Si din criteriul clestelui -- - rezulta 


3 


+3 X 
= dim ni | dx = 3; 
n OXS+1 
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Exemplu 2------- neN* 


1 
L = lim | erat =? 
(7) 


pt ---te [0,1]--t" e [0, 1] -- 
Rezulta --e" e [1, e] 


Alegenm -- g (x) =t" 


f (o) =et 
m=1 
M=e 
1 1 1 e 
n+1 e o n+ 1 
1 
Rezulta din criteriul clestelui -- -L = lim | t'e"at =; 
(7) 
Exemplu 3------- neN* 


+1 dx 
L = lim fi ———————————— =? 
n AXA x+1 


f:[n,n+1]-R 


1 
f (0) = ——————— = - Facem monotonia 
NX + x+1 
3xX2+1 
1 (x) = = <8; --ptxe [n,n+1]---x>8; 


2 (e +x+1) NX+x+1 


f -- descresc 
ns<x<n+1 


m= f (n+1) <f (x) <f(n)=M 


1 1 
MM 
N (n + 1)9+ (n+1) +1 An +n+1 
1 +1 1 
O 0 (n+1-n) | f 00) Ax s ——— (n+1-n) 0 
A (n+1)3+ (n+1) +1 zi nî+n+1 


Rezulta din criteriul clestelui -- 
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+1 dx 
L = lim Ik ——— =8; 
n AX xl 


Exemplu 4------- neN* 
1 ra 

L = lim | [nx] dx=? 
n Je 

nx -1 <nx<nx 


1 1 1 
| (nx- 1) ax s | [n x] ax s | nxax-- - impartin cu --n 
(7) (7) (7) 


1 r1 1 1 
— | (nx- axs- în x] dx s — | n xax 
n Je n Je n Je 
1 1 1 1 pr 1 rr 1 
= 22 | (n-a as în x] dx s = | nxax= - 
2 n n Je n Je n Je 2 
1 1 1 1 1 1 
02-a | imxlaxs ai 
2 2 n n Je 2 


Rezulta din criteriul clestelui -- 


1 ri 1 
L = lim - | în ax= = 
n Je 2 


Exemplu 1------ 


4t A B Ct+D 
> 5 PL————— "+ 
(t+ 1)? (t?2+1) tr 1 (tr)? a 


4t=A(t+1) (t?+1) +B (t?+1) + (Ct+D) (t+ 1)? 


PtaaflacoefA, B, C, D -- damvalori convenabile lui ---t-- - casa se anuleze din termeni 
pt --t= -1 -- - rezulta 

4 (-1) =0+B ((-1)2+1) ---B=-2 

pt --t=i -- - rezulta 


4i=0+0+ (Ci+D) (îi+1)2 


2=Ci+D----C=0; D=2; 

Rezulta -- -- - 

PtaaflapeA -- - damo valoare conven. luit (difde -1,i) 
t=0; 


0=Ax1+*1-2+1+2+1 --- rezulta A=8; 
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Deci ---- 
A=0;B=-2; C=0;D=2; 
4t (2) - 2 0t+2 


= r——— + 


(t+ 12 (+1) tel (tr)? ta 


4t - 2 2 


+ 


(t+ 12 (+1) (tr)? 1 


Exemplu 2------ 

1 A B Cx+D 
————————— + 0 
x (+1) X  X+1 X2-x+1 


1=A (x+1) (2 -x+1) +Bx (2 -x+1) + (Cx+D) x (x+ 1) 


1 
-1 --obtinem--B=--; 
3 


Pt x 


Ptx=0 --obtinem--A=1; 


Inlocuim ce am gasit ---- 


1=A (x+1) (2 -x+1) +Bx (x -x +1) + (Cx+D) x (x+1) 


1 
1=1 (x+1) (e = x ea) e [o] era) e exe) x area) 
3 
PtaaflapeCsiD -- -dam2 valori conven. lui --x; --rezulta 2 eccu 2 nec 
-1 
ptx=1---C+D=— 
3 
ptx=2---2C+D=-1 
-2 1 
---rezulta C= —; D= -; 
3 3 
-1 -2 1 
Deci ----= A=1;B=—;C=—;D=-; 
3 3 3 
1 A B Cx+D 
= + o 


D 


R 


a) Daca grad numarator > grad numitor facem impartirea polinoamelor -- — = C+ — 


I 


I 
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R 
b) Fractia — se va descompune cu metoda coef nedeterminati 
I 


Calculul primitivelor de forma —- | ——— ax, [a 
a 


a X2+b x+c x2+b x+c 


—-- numitorul are A<0; 


a a a 
2) F 00) = | — ax= = —————— dx = 
ax2+bx+c a x2 Dx 
a a 


b -A 
--- apoi facem substitutia ----x+ — =u; -- dx= du; ----- a = —3 
2 a 4a 
axX+ f a 2ax+b-b [ej 
BF 00) = | axe 2 | axe | — ax- 
ax2+bx+c 2a Jax2+bx+c ax2+bx+c 
= Ia (X) + I2 (%)3 
a 2ax+b-b a 2 ba 1 
Ia 00) = — | ax = în (ax basc) - 2 | = 
2aJ ax2+bx+c 2a 2aJax2+bx+c 
a 
= — In (ax? +bx+c) -arctg () ... 
2 a 
2) 1 
12 00) = | ax=e Ox = arctg () .... 
ax2+bx+c b 42 A 2 
X+—] + = 
| a 4a 
1 
Integrarea functiilor rationale de forma n oo e | 
a (ax2+bx+c)" 


--- se porneste de la /, —- si se face prin parti 


Exemplu 1 -oooooooneoeeeneeeee 


1 2 1 1 
= | ———axs2 | dx = 21.,=? 
e (241)? o x2+1 


I,—- se face prin parti 


1 1 
Ia = | dx = arctgx; 
o x2+1 


Dar -- - prin parti rezulta ---- - 
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— 
[LA 
L 
x 
N 
+ x 
i 
+ 
N 
a [i 
x 
N 
+ La) 
i 
& 
x 
| 
N 
o ) 
RA 
— 
x 
N 
+ Li 
i 
— 
N 
& 
x 


1 2 x 
= | ———ax= + 2 arctg (x) - Ia 
du: 


x? + 1)? X2 + 1 
x 
I = + 2 arctg (x) - arctg (x) 
x2 +1 
x r 1 
I = + arctg (X) = —+-; 
x2 +1 4 2 


b 
[? (X) ax= | f(a+b+») dx 


X2 
A = (| f (x) dx 
X1 


Y2 1 
A = | fl (x) ax 
Yi 


--Gf-- graficul fc f (x) 


Yi 
pi e NE M 
A 
! 

Yi ra 

NA A 

| 

| ! 

J ) 23, 
O XA X2 x 


Y2 
-1 
A2 = |] f (x) dx = Adreptunghi mare Adreptunghi mic = X2 Ya = Xa Ya = A 
Yi 
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f:A— B-- cunoastem -- f (x) -- - bijectiva (strict monotona), derivabila si continua pe A 


x = prin f -y 


9 
[=] 
> 
i 
pe 
3 
[ai 
(1) 
_ 
v 

] 

] 
x 
I]] 
- 

AA 
= 
<< 
— 


si y=f (x) deci -- | , Ș 
y>prinf >x 


Y2 1 
| f y)dy=? 
Yi 
--- Facem schimb de var -- -y = f (x) 
= ____x = fl 
y = f (x) -- - rezulta » e (a) i nl A (Ya) si -rezulta-- f'! (y) =x 
y2 = f (2)----x2=f 02) 


dy = f' (x) dx 
Inlocuind -- dy = f' O) dx --si--f1(y) = X-- -- - integrala devine -- -- - 


2 a 2 a (2) 
f- (y)dy---1I= f (y)dy= x f' (x) dx 
Yi Yi f (Xa) 


f (X2) 
= | x f' (>) dx 


f 0) 


Integrala fc inverse va fi -- -- (seva calcula mai intai limitele de integrare) 


OBS : Oalta formulautila: 


Exemplu ------ 
fF:R-R---estebij, deriv, si continua 
XX 
f 00) =x+—+— 
3 


u 


IE i 11 
| f () dx=?--- rezulta y4=0; siyz=—; 
e 6 
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--calculul limitelor de integrare -- - x4=?, x,=? 
Xa2 X73 
f (2) =VW1 20; —--X11— +— =0; ---xX1=0; --(singura sol reala -- deoarace f -bij) 
2 3 
11 X22  X22 11 
f 0Q) = y2=—3 ———X3r1— 1— = —3 —---x2 = 1; -- (singura sol reala-- deoarace f-bij) 
6 2 3 6 


--etapa 2 ----- aplicam formula 


u 2 3 


Ea 1 RX) 1 = 13 
is 0) ax= | x Xe — + — ax | x (axe) ax i 
() () 2 3 () 12 


Etape ---- 


1) se reprezinta G;, si Gg 

2)se face tabelul de monotonie pt --------- f(x) si g(x) 
3) se calc pct de int a Gș si Gș---f(x) = g(x) 
3)se fac cele 2 tabele de monotonie 

4) se calc aria, vcolumul etc 


xb-1 xa-1 xb-1 xa-1 
| PRR | E ja» 
(e +1) (x +1) XP 1 X+1 
1 1 pb 1 
2) ax], dx --- aeR,b>8; 
3 (2+1) (x +1) 2x21 


il (t) e2t at = Q, (t) e2t ---- si apoi derivam 
Exemplu -------- Pi(t=t; a=-1; Qn(t)=(at?+bt+c) 


fe et at = (a t2 +bt+ c) et | derivam 
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te = (2at+b)e- (at? +bt+c)e? |:e* 


t?2 = 2at +b-at?-bt-c --- rezulta 
a = -1 
2a-b =0 ----a=-1;b=-2; c=-2; 
b - c = 8 


(at? +bt+c)et+c= (-t?-2t-2)et+c; 


[e etat 
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Cum aratam ca o fc 
este; 


e critice, de max de min 


tot intervalul de def), sau f((a,b)) 


-Se calc f*(x) 

-Se rezolva ec f'(x)=0 rezulta x1,x2 

-Se face tabelul de monotonie a fc f(x) — se pun in tabel si punctele unde nu este definite 
functia (unde fc este discontinua) 


X -00 x1 x2 00 
PO) | 0 II a a a ale a e IND a a 
f(x) | f(-oo) descresc  f(x1) cresc f(x2)  descresc f(00) 


-Semnul fc derivatei intai se stabileste dand valori intre intervale x€(-oo „x1) etc.. 


-Se calculeaza limitele la capetele domeniului si in x1, x2 


Cum aratam ca o fc este: 


-Se calc f**(x) 
-Se rezolva ec f'*(x)=0 rezulta x1,x2 
-Se face tabelul de convexitate-concavitate a fc f(x) 
— se pun in tabel si punctele unde nu este definite functia (unde fc este discontinua) 


X -00 xl x2 ere) 
PO) | 9) epopee faianta 
f(x) | f(-oo) concava  f(x1) convexa  f(x2) concava f(00) 


-Semnul fc derivatei a doua se stabileste dand valori intre intervale x€(-oo ,x1) etc.. 


-Se calculeaza limitele la capetele domeniului si in x1, x2 


Profesor Blaga Mirela-Gabriela 


Șirul ( a.) este mărginit dacă mulţimea termenilor lui este 
mărginită. 
Ja,beR,a<b,aî.a, e[ab|,vneN 


2n-1 
EX. (a uzi Au > a, € [1,2] 
ja — a, > 0se spune că şirul (a, este strict crescător. 
A+ — n <0 se spunecă șirul (a) este strict descrescător. > 
Ani 


> 1 se spune că şirul (a, este strict crescător. 
An 


e < 1 se spune că şirul (a, ) este strict descrescător. 
Ex. (a, nai n a Studiaţi monotonia șirului. 
_ 2(n+1)—1 2n-—1 _ 2n+1 2n-1 
ci A di n On+i n 
=> ———= >0 
n(n + 1) 


> (a, az este strict crescător 


lim —=0> (a, )nza, — este convergent 
= N n 


lim n = 00 > (4 uz» dn = n este divergent 


4 lim (—2)" > (a, )nza, dn = (—2) este divergent 
No 


= lim 
n 
At aie n) = oc = 
N—O0O 
n? LS li 5n 5 
= lim = lim = = 
no VnZ FSN FI+n non 2 


https://tugofweb.com 
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[9.e) 


5. lim (non 1-n)= 
N—oO 
n3+ 5n2+1—n3 _ 


ai J(n3 + 5n2 + 2 +nVn3 + 5n2+ 1+n2 E 
5n2 5 


. lim Dată —1 
= lim = emo nrl = e 


( 


lim (1 + 22 + 
N—O0O 


I 


== 


EXERCI a 


31) = lim 3" = oo, 
N—O0O 


1. li (1+2+ + +2)= 
pir iii DR 7 dă 
aa 1 1 1 
utilizămlim (1+ +3: + Inn) =c, 
n=oo 2 3 n 
c = 0,57... constanta lui Euler 
1 1 1 
= lim (1rotata=Inn nn) = lim (e + Inn) = co 
N—00 îi i. i N—oO 
1+gtahi+2 3 a.—a 
2. lim 2 3 n = * = Stolz — Cesaro = lim A n = 
no n ă 130 Bara — ba 
1 1 1 1 1 1 1 
ÎN E „a A lu ua E 5 (e ina aaa) 
n=oo n+l-—n 
i 1 
= lim N 
neon + 
5n 
3. lim — 
n>o nl 
utilizăm Criteriul raportului 
Dn+1 
+1)! 5 i 
lim a e =0<13lim2-=0 
n—oo »_ non + |l n nl 
nl 


4. lim Nn2+n+1 
N—oO 
utilizăm Criteriul radicalului 


(n + 1)2+(n+1)+1 2 


n 
lim = lim —=135 lim YVn2+n+1=1 
n-—oo î n2 +n+ 1 n—=% n2 n—=% 
„Sinn 
5. lim = 
n>o n 


utilizând Criteriul de CUnVer a cApa 
a, = sinn € [—1,1] şi b, =250 
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LIMITE DE FUNCIII 


FUNCŢII — LIMIE UZUALE. LIMITE REMARCABILE 


| pa | „1 „1 
lim —=0 lim —=0 lim — = —oo lim — = +00 
XX XX x—0 xXx x—0 X 
x<0 x>0 
i a  |%,dacaa>0 
lim x“ = 
x—co 0,dacaa <0 
lim 3/x = 00 lim 3/x = 0 


lim Va =00 


X—% XX 
Ă co, daca a>l i „ |O.,dacaa>l 
lim a“ = lim a“ = 
x 0, daca ae(04) x co, daca ae (0,1) 
i | o, daca a>1 bi —-, daca a>1l 
im log, x= im log, x= 
renta -0 , daca ae (0,1) ar Baa co, daca ae (0,1) 
x>0 


ELA 
limarctg x = zi 


ELA 
lim arctg x = E; 


X—O X——00 
lim tg x=+o0 lim tg x=-—co 
x pisică 

2 


lim f(x)= f(a) unde f:D-—R funcţie elementară sia e Dpunct de acumulare 
X—a 


funcţiile trigonometrice nu au limită în punctele 0,00 


1 
lim (1+ x) =e 


je je 
lim|1+—| =e lim |1+—]| =e 
x—o0 pia X——00 x x—0 
i LE 
Xx>0 xXx Xx—0 xXx 
fir arcsin x i lim arctg x _ 1 
x—0 x x—0 X 
xK a 
lim —=0,keN,a>1 lim —=o,keN,a>l1 
Xe q XX 
„Inţl+x BE r_ 
sa 2) zi lim € =Ina ,„a>0 lim (E) Iei 
x—0 X x—0 x x—0 X 
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OPERAŢII CU LIMITE (ȘIRURI ȘI FUNCŢII) 


REGULI DE CALCUL CU LIMITE FINITE 


Şiruri 


Funcţii 


dacalima, = asilimb, = bundea,b e R,atunci: 
lim(a, +b,)=lim a, tlim b,=atb 


lim(a- a lim a, =a-a 

lim(a a, -b„)>=lima,-lim b,=a:b 

lim| În alin ci d unde bz0 
b, ) limb, b 


lim(ab» )= (lim a,» = a? unde (a,b) (0,0) 


daca lim f(x)=1, lim g(x)=12, hi, Lp eR atunci: 
xX—a xX—a 
lim( f(x) 9(o))= lim f(x) lim g(x)= nl 
x—a x—a x—a 
lim a- f(x)=a- lim f(x)=a-l 
x—a x—a 
lim f(x)-g(x)= lim f(x). lim g()=1u-L 
x—a x—a x—a 


lim f(x) 
lim [*) aia. Ei unde 1» 20 
x=a glx) lim g(x) L 


lim g(x) 
lim f(x)%0) = lim 00) =1l: unde (4,1, (0,0) 


REGULI DE CALCUL CU LIMITE INFINITE, EXPRIMATE FORMAL 


Adunare ice o+a=o,aeR cazuri de nedeterminare: 
— 00 — 00 = —00 -o+a=-o,aeR 00 — 00; —00 +00 

Inmultire A o0,a > 0 -oo,a >0 | cazuri de nedeterminare: 

co: (— 00) = —00 OC ca <0 (-0)-a= coa <0 o-0; —co-0 

o): Co)=e 

aeR aeR 
Impartire d atei. oo [oo,a >0 —-oo  [—c0,a>0 cazuri de nedeterminare: 
a  |-ooa<0 a looa<0 SI Oe 
—=0,aeR aeR” aeR” ec, ie 00 
Putere 00% = 00 a  |oa>0 »  |oa>l x  |O,a>l cazuri de nedeterminare: 
a = = 
0-2 =0 Oa <0 0, 0<a<l oo, 0<a<1 | 1*41*;c0%;09 
aeR* ae(0,%)- (1 ae(0,%)-4! 
0” =0 
1 1 1 
Cazul — = —0 ——=o%0 
0 9) 0, 

Limita 
functiei lim f (g (x)) = lim f (y)unde B = lim g(x) 
compuse x=a y>p x—a 


X*xy=Xy—ax—ay+a2+a 
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Restrângerea legii de compoziţie 


x *y = (c—0)(y—a)+a 


x + y = (x —6)(y—6)+6 


(G,*) este grup abelian/comutativ 
din proprietăţile 1, 2, 3, 4,5 


G = (a,) 


G = (6,00) 


1. Parte stabilă 


Vx,y E (ao) >x*y E (a) 


Vx,y € (6,0) >x*y € (6,00) 


2, Asociativitate x +y +z = 
(x xy) ez = xyz), Vx,y,zeG 


(x — a)(y —a)(z—a)+a 


(x — 6)(y —6)(z —6)+6 


3. Element neutru 


JeeG,vxeG,xre=erx=x e=1+a e = 7 € (6,%) 
4. Elemente simetrizabile i 1 „ 1 FIER 
— = 00 

Vx e G,3x' E G,x+x' =x *xx=e X Pe a X Pepi ; 


5. Comutativitate 


X*y=yxx,Vx,yEeG 


X xy = yxx,VX,y € (6,00) 


Element absorbant 
=: RXR-=R 


x*xa=ax*x=a,vxeR 


x*6=6x*x=6,vx€ehR 


Utilizări ale proprietăților: 


vx; ER,a€eR,i=1,n,neN',n>2 
Xa Xp Xa a Xa = 
din asociativitate 


(3 — a)(x2 — a)... (x, —a)+a 


(ca — 6)(ăx2 — 6)...(x, —6)+6 


XC x = 
de nori 
din asociativitate,n e N*,n > 2 


(x —a)"+a 


(x — 6)1+6 


elementul absorbant în compunere 
a€cR,neN* 


XA Xp a Aku kXp = 


Legea 
Proprietatea 


Proprietăţi ale legii de compoziţie 
xx*xy=axy+ax+ay+a2-a 


xxey=xy+ax+tay+a?z-—a 
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X xy = xy +5x+5y +20 


Restrângerea legii de compoziţie 


x *y = (x+a)(y+a)-a 


x xy = (X7+5)(94+5)-—5 


(G,*) este grup abelian/comutativ 
din proprietăţile 1, 2, 3, 4,5 


G = (—a,) 


G = (—5,) 


1. Parte stabilă 


Vx,y € (-a,o) > x*y e (—a,o) 


Vx,y € (—5,00) > x*y e (—5,00) 


2, Asociativitate x +y +*z = 
(x e y) x z = xyz), Vx,y,zeG 


(x + a)(y+a)(z+a)-—a 


(x + 5)(y + 5)(z+5)-—5 


3. Element neutru 


e=1-a e = —4 e (—5,oo 
Je e G,vx e G,xre=exx=x ( ) 
4. Elemente simetrizabile Ş 1 i 1 
[i [i [i = ră X = — 5 e (—5,c0) 
Vx e G,3x' E G,x+x =x *xx=e x+a Xx+5 


5. Comutativitate 


XXy=yxX,Vx,yEG 


X*y = yxx,VX,y E (—5, 00) 


Element absorbant 
=: RXR-=R 


x * (a) = a)*x = —a,vxeR 


x * (—5) = (—5)xx = —5,vxeR 


Utilizări ale proprietăților: 


vx; ER,a€eR,i=1,n,neN',n>2 
Xa Xp Xa a Xa = 
din asociativitate 


(3 + a)(2 + a)... +a)—a 


(34 + 5) + 5)...(x 1, +5)—5 


DE 18 0 e 0 aa EX 
de nori (+ a)" —a (x +5)" —5 
din asociativitate,n e N*,n > 2 
elementul absorbant în compunere 
XE Cop aa (—Q) e e Xa = —a Ai NE et (DĂ A at a = =5 


a€cR,neN* 


Simboluri matematice — 7 — 
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inel, corp, izomorfism 


A,K e (Z,Q,R,C,Z,) 

A70 

(A4,+) grup comutativ 

(A, ) monoid 

- este distributivă fața de + 
A70 

(4,+) grup comutativ 

(A,: ) monoid comutativ 

- este distributivă fața de + 


(A, +) 


(A, +,) 


(U(4),) 

IK| > 2 

(K,+) grup comutativ 
(K*,) grup 

- este distributivă fața de + 
IK| > 2 

(K,+) grup comutativ 
(K*,- ) grup comutativ 

- este distributivă fața de + 
(4,+) PS, A,EN, ES 

(4, +) PS, A, EN, ES,C 

(4,) PS, A, EN 

(4,) PS, A, EN,C 

x (y+z)=x:y+x-z Vx,y,zEA 


(K, +,:) 


(K, +, 


(py+z)-x=y-x+z:x Vx,y,zEA 
(A, +), (42,*,0) două inele 
fe 3 ap [PE DP ea 
2 fly) = fo FO), vaz, y € A 
f morfism de inele 
Fe A Aa (A funcţie bijectivă 
(A, +.) = (A2,*,0) 
(KU, ie, sale ui 5 
f(x + y) = foc) * ff), vx,y e Ka 
:K o K. 
Pa Ka pop fe FV y e Ka 
f morfism de corpuri 
i Idu i, funcţie bijectivă 
(Ka, +) = (K2,%,0) 
(Z„,+») neN,n>2 
(2, +) p număr prim,p E N 


(Q(vd), +) d € Z — (1) întreg liber de pătrate 


mulțimi nevide 


inel 


inel comutativ 


grupul elementelor inversabile din inelul A 


corp 


corp comutativ 


Srup 

grup comutativ sau grup abelian 
monoid 

monoid comutativ 
distributivitate la stânga 


distributivitate la dreapta 


f se numeşte morfism de inele 


f se numeşte izomorfism de inele 


inele izomorfe 


f se numeşte morfism de corpuri 


f se numeşte izomorfism de corpuri 


corpuri izomorfe 
inelul întregilor lui Gauss 
inelul claselor de resturi modulo n 


corpul claselor de resturi modulo n 


corp pătratic 
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Morfism şi izomorfism de grupuri 


morfism Fie (G,,*) şi (G2,o) două grupuri. 
Funcţia f: G, = G, cu proprietatea f(x + y) = f(x) o f(y),vx,y € G, se numește 
morfism de grupuri. 


f morfism de grupuri 


i pe a se numeşte 
f funcţie bijectivă . 


izomorfism Funcţia f: G, = G> cu proprietăţile | 


izomorfism de grupuri. 


(G.,*) = (G2,e) notație pentru grupuri izomorfe 


EndG Dacă f:G — G morfism atunci f se numește endomorfism al grupului G. 
AutG Dacă f:G — G izomorfism atunci f se numește automorfism al grupului G. 
f(e.) = e2 


proprietate  f morfism de grupuri dacă f:G, > G, 4f(x') = (Fc), e G, 
fn) = (F09) „x e Gunez 


Morfism şi izomorfism de inele 
morfism Fie (A,,+,) şi (42,*,0) două inele. 


f(x + y) = 00 * FO), Va, y e A 


Funcţia f: A, > A>cupro rietăţile | 
pa fi Aa > Aa eu proprietăţile | px.) = foc) e F9) „va y E 4 
se numește morfism de inele. 


f morfism de inele 


„1... „ atunci f se numește 
f funcţie bijectivă i î 


izomorfism Dacă funcţia f: A, = A2 verifică | 


izomorfism de inele. 


(A4,, +) = (42,*) notație pentru inele izomorfe 


Morfism şi izomorfism de corpuri 
morfism Fie (K,,+,:) și (K2,*,0) două corpuri. 


f(x +y) = fFQO + FO), Va, y e Ka 


Funcţia f: K, — K2 cu pro rietăţile | 
FLA aa 0 BIO ENA pla ap) 0) a) oa ela 
se numește morfism de corpuri. 


f morfism de corpuri 


aaa 0 atunci f se numeşte 
f funcţie bijectivă f : 


izomorfism Dacă funcţia f: K, — K,> verifică | 


izomorfism de corpuri. 


(K, +) = (K2,*,0) notație pentru corpuri izomorfe 


Nr. Derivate 
l c =0 
2 xl 
3 (11) = n 
1 
4 V=] = 
(6)- 2 
d d 
5 ÎI ii 
-) i 
CI IES 
7 (a) = a" Ina 
8 (In x) = L 
X 
1 
9 (log, x) = 
xIna 
1 
1 = 
4) (arctg x) i 
| 
Il (arcctg x) e i 
12 (arcsin x) = i 
la 
1 
13 (arccos x) =— 
aia 
14 (sin x) = Cosx 
13 (cosx) = —sin x 
! 1 
16 ic cos” x 
1 
17 (tea) sinîx 
18 22) zi 
7 Sa 
19 (= ta) IE N. 
pda 
20 (2222) =- « 


www.mateinfo.ro 


Nr. Integrale nedefinite -110- 
| [âx=x+c 
2 
2 [xx = —+C 
2 
n+|l 
3 [arma == + C 
n+|l 
4 [sa = Za x+C 
5 [eax=e+c 
6 [a'ax= tc 
Ina 
7 [ax =1npţ+ c 
x 
1 l x-—a 
Ş zi aaa isa 
1 
9 | a = arete + € 
l l x 
10 stiu +C 
11 | x = In + Ei iii ei 
Ea 
12 [== dx = Inle+ x +a ce 
ze aj 2 
13 E anii 
14 dh = aresin + C 
ude 
15 [sinx dx = —cosx+C 
16 [cos x dx = sinx+ C 
17 |tgxdx = — Injcos x] +C 
18 | ctexdi = Inbginx|+ C 
19 | dx = tgx+C 
COS 
20 | > dx = —ctegx+C 
2] | 2 dx =Nx? —a2+C 
ay, 
x 
22 do x +a? +C 
per ulii 
23 | a dx = Va? —x2+C 


(fre) =pfro' 


(f-a)=P-a+f-e' 


(7) =e-rf 


[Lroo- ao = | rooa- ]eooax 


www.mateinfo.ro 
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Derivarea func iilor compuse 


(fu) = f'p-u 


Derivata fuc iei inverse 


(Fo) = = unde y = f( 


Formula Leibniz-Newton 


| fa = Fo) | = F(b)-F(a),F oprimitiva f 


Integrarea prin păr i 
| fe or fode)- [7 eva 


Prima schimbare de variabilă 
b e(b) 
| f(e9)-e oa= [rod 


p(a) 


https://tu ofwe! ş 


Profesor Blaga Mirela-Gabriela 


Tabel cu derivatele şi integralele funcţiilor compuse 


unt 
1 (Feat) li [ur = a A 
n+1l 
2 
pă (u2) = 2-:u-u' D. [u:w=Ş+c 
2 
3 3 | a cu = gura rc 
4. 4. |e=ese 
5. 5. [a u' d ei 
“ma 
1 
6. 6. [au = Inlu| + C 
u 
7. 7A | cosu.: u' = sinu+C 
8. 8. je u' = —cosu+C 
9, 9. IE -u' =tgu+C 
cos2u 
10. 10. '= —ctgu+C 
Îi 9 
11 11 | i ] se 
————— = arcsin — 
Va2 — u2 a 
12 12 | ud = t tc 
= —-arctg — 
u2 + a2 a CI 
13. 13. A —=in(u+ u2 + a2) + C 
ja za 
14. 14. [== = In|u+vVuZz—a2|+C 
Fury | 
15 15 | zi RP | 
i . ——————_ 2 —"In 
u2—a2  2a Uu+ 
16. 16. |egu-u — In |cosul+ C 
ră 17. | etgu-u = in lsinul + C 


notație 
ul). E 


notație 
uşi u(x)dx E u 


Li 
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Chapter 2 
Algebra 


2.1 Factoring Formulas 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


Real numbers: a, b, c 
Natural number: n 


si 0 laba) 
a —b'=(a- ba? +ab+b?) 

a +b'=(a+b)a?-ab+b?) 

at bt =(a? —b? ha? +b?)=(a-bYa+b)ha?+b?) 
a —b' =(a-b)a'+a'b+ra?b?+ab'+b*) 

a +b'=(a+bha' —a*b+a?b?—ab'+b*) 


If n is odd, then 
a" +b'=(a+ ba" -a"b+a”b" —...-ab"?+ Be), 


If n is even, then 
a” —-b" =(a— ba" +a"b+a"*b?+...+ab"?+ br), 


12 


4 


CHAPTER 2. ALGEBRA 


a" +b"=(a+ ba"! —a"b+a"b* —...+ab"?— bi). 


2.2 Product Formulas 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


Real numbers: a, b, c 
Whole numbers: n, k 


(a-b) =a2—2ab+b? 

(a+b) =a2+2ab+b? 

(a-b) =a*—3a?b+3ab?-b? 

(a+b) =a"+3a%b+3ab'+b' 

(a-b)' =a" —4a%b+6a?b?—4ab'+b* 
(a+b) =a“+4a'b+6a7b'+4ab'+b' 


Binomial Formula 
(a+b)'="Ca"+ "Cab "Cab? +...+ *C, ab” 1+*C,b*, 


n! : i pă 
where "C, = ink) are the binomial coefficients. 
!(n—k)! 


(a+b+cy) =a*+b?+c*+2ab+2ac+2bc 


(a+b+c+...rurv) =a2+b?+c2+...+u+v?+ 
+ 2(ab+ac+...+autav+be+...+bu+bv+...+uv) 


13 
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Trigonometrie clasa a IX-a, Prof. Ovidiu Bădescu, Colegiul Naţional „Traian Lalescu” Reşiţa 


FORMULE TRIGONOMETRICE UZUALE 


Tabelul iNgonomietiie: 


Semnele în cele 4 cadrane 
cos > 0 


xeCdl=>i | 
sin x > 0 


cosx <0 
xeCdll=s 
sin x >0 


cos x <0 
xeCdIll=>- 
sin x <0 
cosx > 0 


seca = , 
sin x <0 


Paritate, imparitate: 


sin(-x)=-sinx  cos(-x)= cosx 
(g(-x)=-—tgx  ctg(—x)=-—ctgx 
Periodicitate 


sin (x+ 2k77) = sinx,VkeZ, 
cos(x+ 2k77) = cosx,vk eZ 
(9 (x+kz)=tgx,vkeZ, 
ctg (x+kz)= ctgx, vk e Z 


Formula DECE ESI fundamentală 


romei trigo 


iasă 


g( i b)= _tga+tgb_ 
1-tga-tgb 
tg (a b) __tga —tgb 
1+tga-tgb 
îi (a- b)= ctga-ctgb-—1 
ctgb + ctga 
di (a -b) _ ctga-ctgb+1 


ctgb — ctga 


Formule pentru dublul unui 


unghi 
= a 
-sin? x 
cos2x = 2cos? x-—1 


cos 2x =1-—2sin? x 


COS 3xX = 4cos5 x —3Cosx 
sin 3x = 3sin x — 4sin3 x 
Formule pentru jumătatea 
unui unghi 
»_ 1+cos2x 
Po Pda 


2 __ Î—Cos2X 
2 
Substituţia universală 


2tg € 
sina = a 
1+tg*— 
9 2 
î:=4g22 
cosa = 2 
1+tg” — 
2tg € 
tga = = 
1-9" — 
9 2 


Transformarea produselor în sume 


sin a-cosb = 2 (sin(a +b)+sin(a-b)) 
cos a:sinb = 2 (sin(a +b)-sin(a-b)) 
cos a-cosb = 2 (costa +b)+ cos(a-b)) 


sin a-sin b= 


(costa +b)-cos(a-b)) 


Transformarea | pă în Îi“ 


E a a E pa E pa i 
gama E a pa În 
E a a a pa 1 gg 
cosa-cosb=-2sn Pan 


sin(a+b 
tga +tgb = Sina 55) 
cosacosb 
i -b 
iz alibi sin(a-b) 
cosacosb 
i +b 
ctga + ctgb = sir (a - ) 
sin asinb 
i -b 
ctga —ctgb = zi Cl) 
sin asin b 


Multimi 

e aparține  g nuaparține c inclusă > include 
P-mulţimea vidă (nu are niciun element) Y-oricare, 3 - există 
— Cardinalul unei mulțimi=câte elemente are acea mulţime. 
—Mulţimi disjuncte = care nu au elemente comune 

N — naturale: 0,1,2,3,... N" — naturale fără 0(nenule): 1,2,3,... 


Z — întregi: — 4,0,9,+ 12 


Q — raţionale: 3 — 4; 3;—6,2;3,(4) R — reale: fa — 433,4 


raţionale: (R -Q) V7;-V2; z.... 
Operații cu mulțimi A= (2; 471,8 = (7;9) 

reuniunea AUB8=(2;4;7;9| intersecţia A0NB=(7) 
diferența A-B8=42;4| produs cartezian Ax B = 


1(2:7),(2:9),(4;7),(49),(7:;D,(7:9)) 


Reguli de calcul 
—Fracţii zecimale 1,37+52,4= 53,77, 3-1,2=1,8 


2,3-4,25=0,775; 36,2:10>3,62;  2,7:100=0,027;  3,6:4=09; 


Aritmetică şi algebră 


Numere naturale 
— Numere consecutive = unul după altul Ex.4;5 
— Număr par (cu soț) 0,2.4,6,8,10.... ; are forma 2k 
— Număr impar (fără soţ) 1,3,5,7,9,11,...; are forma 2k+1 
xy = 10x+y abc = 100a+10b+c  abed =1000a +100b+10c+d 
— Pătratul lui 7 este 7? = 49; cubullui 2 este 2 =8 
—Pătrat perfect — este egal cu pătratul unui număr natural: 0,1,4,9,16,25.... 


Un pătrat perfect nu poate avea ultima cifră 2, 3,7 sau 8 
—Cub perfect — este egal cu cubul unui număr natural: 0,1,8,27,... 
— Teorema împărțirii cu rest |D=I-C+R, R=I E delimpăluit-imnpariite, 


C-cât. R-rest 
—Suma luiGauss |1+2+ 3+.......+n = iasă 


-Sume de puteri 
8$=3+4+3+9—...4+3% 


26 
aLIS3 3 
2 


-3335—32+31+...—38%4+ 9% = 35= 5-33 
Factor comun 
3x+3y =3x+y); 
8-8 =81-k); 


3,87-10=38,7 0,02-1000 = 20; 


Ta+28 =Ta+4); 10n-5=5%2n-—1); 


0;26:0,02(5 221 a? =x0(x+1; 4-69 =2y(2-3y%) 


—Numere întregi 5-8=-3;, —4-3=-7; —7+2=-$, —7+9=2; 5-(-2)=-5+2=-3 


3-(-5)=-15 (4)-:(+2)=-8 (—2)-(3)=6& 8:(4)=-; (-5):(-D=5 


Numere pozitive: +12; 3;.... 
Opusul lui 35 este — 35; opusul lui — 8este 8. 
Puteri 27.25=2%; s0:5=57; (7)'=7%; (2n) 


dc (1) = CI)'=5 F=r 9=9; (27) 
1 


1 5 21 5 
-FI e e E 
racții ordinare ZT F + 7 


Inversul lui 35 este A 
35 


„17, 7.5 35 
“12 64 24 


inversul lui A este i 
7 3 


Fracţii etajate 
Radicali 
V49 =7, V813-V813 =813; 7-5 =35; V3742 = 374 
Scoaterea factorilor de sub radical N63 = 7 =Vf9-VI= EX 
3 RER) 32, 4 _ 4 
Raţionalizarea numitorului 
EX 00% N NE pd a 
2y-9y =-7y, 
3(2n-7) =6n-—21; 


—Calcul algebric 5x+2x = 7x; 


c-c=c3; —3n-2n' =-6nî; 


dintr-un membru in celalalt cu semn schimbat 


Modul (valoare absolută) 


x,dacă x 20 di i 9 


Numere negative: —23;—2.... 


=3n:; (3) = 
=-7, 3% =4 (4)'= 


1,5_73_ 21 
2325 


V 19.00.96 
16. 


Comparări 


Transformarea fracţiilor zecimale 

-Finite 0, 7 =: 0, 207 = 02: 3,45 = tai 

1000 100 

73 5 

-Periodi imple 0,(73)=—; 2,(5)=2—= 

i eriodice simple 0.(73) 99 (5) FI 
10 = 155319 — 
900 


122 


-Periodi ixte 0,13(5) = 
eriodice mixte (5) 900 


Exemple 
(3x-4)(3x+4)=9X-16 


(2y+3)=4y7+12y+9 
(3n-4Ș=9r0-24n+16 


2 s Formule de calcul 
(3)- (a+b)(a-b)=a2-b? 
(a+by) =a2+2ab+b? 
(a-b) =a2—2ab+b? 


10 


(a+b+c) =a?+b? +c?+2ab+2bc+ 2ac 
a'+b'= (a+b)(a2—ab+b?) 
a -b= 7 b)(a* +ab+b”) 
(a+b) =a+3ab+3ab'+b' 
(a-b) =a" —3ab+3ab?-bi 


. 


—3n2—5n? =-8n?; a+a =2a; 
(a+b)(c+d)= 
(x —3)(x—4)=x 40 —3x +12 (Sax y)=—Sx- i —(a-b+3)=-a+b-3 


Trecerea termenilor dintr-un membru in altul la egalitati: termenii se pot trece 
x-a+b=0-y+z => X+y-z=C+a-b 


Formula radicalilor compuşi 


Va = je + = Piz: 


Aproximări 

Fie numărul 3,1476. Aproximat cu: 

-o zecime prin lipsă=3,1; o zecime prin adaus=3,2 
LA -o sutime prin lipsă=3,14; o sutime prin adaus=3,15 


ac+ad+be+bd; 


=6; |-3]=3. Î = 2 FE > ; 
[6 2 Acaeatat | era aia E 2 


po: e tt [i 
Ex. B-V2]= 3- V2, deoarece 3-2 20 5 


2,45 2,39; 
|i- ja 2) = 2-1 deoarecei 2 <0 | 3 > a: 


Intervale 
(xeR /2<x<5)=[2;5] (interval închis) ———z— 
(xeR /-S<x<3)=(-5;3) (interval deschis) C— pp 
(keR /X>-1)=(-1ico) (-1...plus infinit) Da e 


(xeR /xs6)(-co:6] (minus infinit...6) sea : za 


Descompunerea expresiilor în factori 


—Prin factor comun 
x 5x7 =x"(x 5); 
—Prin formule 

y> —25=(y—5)(y+5); 9x? —6x+1=(3x—1) 

—Prin grupări de termeni 

2n + 2n* + 7n+7=2n*(n+1)+7(n+1)=(n+1)(2n0+7) 

x +6x+8=x? + 4x + 2x+ 8=x(x+4)+2(x+4)=(x+4)(r+2) 


(n -4) +(n-4) =(n-4)'(n-4+1) 


Ecuația de gradul doi Forma generală ax? +bx+c=0. 


Rezolvare: calculăm A (delta), 
Dacă A<0, ecuaţia nu are soluţii. 


Dacă A>0, soluţiile sunt: |x, = 


Unităţi de măsură 
Lungime 

3 m=30 dm 

0,7 m=70 cm 

2 km=2000 m 

3,5 cm=35 mm 
2,7 dam=0,27 hm 
1,3 mm=0,13 cm 
5,7 hm=>=570 m 


Arie 
7 m?=700 dm? 
0.05m2=500 cm? 
2 km?=200 hm? 
1 ar=1dam?=100 m? 
1 ha=1hm?=100 ari 
0,02 ha =2 ari= 200 m? 
0,04 m?=400 cn? 


Volum 

5 m*=5000 dm: 
0.03 cm=30 mm? 
0.05 km:=50 hm? 

1 dm:=1000 cm? 

1 m%=10%mm 

3 mm*=0,003 cm? 
0,25 dam'=250 m 


-5<2; 
== 4.1 c5>a.82 


- 6 > —Mo 


Partea întreagă a unui număr x este [x], cel mai mare număr 
întreg < x. Ex. [3,7]=3 [6]=6; [0,25]=0; [-3,1]=-4 
Partea fracționară a lui x este definită astfel: 0) =x-PI 
Ex.(3,7)=0,7, (4)=0; (0,2)=0,2; (-3,1)=0,9 


23) 


Sisteme de ecuaţii 

-Rezolvare prin metoda substituţiei 

x=—y=4 x=4+y x=4+y x=4+y 

a a | etate cor, ea 

-Rezolvare prin metoda reducerii 
a- b=4|-2 2a-2b=8 

le-a sil cau 

5a | =30 =>a=6=b=4 


(se adună ecuaţiile) 


Sistem de axe 


Ox- axa absciselor 
Oy- axa ordonatelor 


Divizibilitate 
2|18 (2dividepe18) 183 (18 este divizibil cu 3) 
—Divizorii lui 18 sunt D =(1.2.3.69,18) 
—Multiplii lui 18 sunt M, tot 8.36,54....) 
—număr prim -se divide doar cu 1 şi el însuşi: 2,3, 5,7,11.... 
—număr compus -care nu este prim: 4,6,8,9,10,.... 
—Cel mai mare divizor comun (8;12)=4 
Numere prime între ele — au c.m.m.d.c.=! (ex.15 şi 8) 
—Cel mai mic multiplu comun [3;12]= 24 
—Dacăa = 2.3.7? şi b=2 5-7, atunci a şi bau 
e.m.m.d.e.=2-7 şi —c.m.m.me.=2':3-7-5 
Relatia între c.m.m.d.c. si c.m.m.m-c. (a;b)-[a;b]=a*b 
—Câţi divizori naturali are un număr: dacă n=2%-%.72, 
atunci n are (5+1)-(9+1)-(2+ 1) = 180 divizori naturali 
Criterii de divizibilitate 
—cu 2: dacă are ultima cifră 0,2.4.6 sau 8 (ex. 756;1934) 
—cu 3: dacă suma cifrelor se divide cu 3 (ex. 261;1005) 
—cu 4: dacă nr. format din ultimele 2 ci fre se divide cu 4 (ex.912) 
—cu 5: dacă are ultima cifră 0 sau 5 (ex. 295;1330) 
—cu 9: dacă suma cifrelor se divide cu 9 (ex. 495; 8001) 
—cu 10: dacă are ultima cifră 0 (ex.730;1900) 
—cu 25: dacă nr.format din ultimele 2 cifre se divide cu 25 (ex. 375) 
Daca a si b sunt prime între ele, daca nia si n:b, atunci n:(a*b) 


sa 
Fracţii E a - numărător.b - numitor 
ZĂ 2013. 
- subunitare; au numitorul > numărătorul. Ex.— 
9 '2014 
719 
- supraunitare; au numitorul < numărătorul. Ex. IRI 
ai 5 341 
- echiunitare; au numitorul = numărătorul. ET 


- ireductibile, care nu se pot simplifica. Ex. 


- reductibile, care se pot simplifica. Ex. 


- echivalente Z 2 ; se recunosc astfel: 2.12 = 3.8 


Procente 7% din300=-1--300=21 
Raport raportul numerelor 3 și 5 ete 


Proporţie —o egalitate de două rapoarte (ex. Zi) 
2,3,4,6 se numesc termenii proporției 3: 10 
3 şi 4 sunt mezii; 2 şi 6 sunt extremii. 
Proprietatea findamentală a unei proporții: i 
[produsul mezilor este egal cu produsul curente] - Z= 3 => 34-26 


Numerele x,y. sunt direct proporționale cu 3, 5, : dacă A 


Numerele x. y, 2 sunt invers proporționale cu 2, 4. 7 dacă — 


oh i 
zeul 


Regula de trei simpla 
a) Daca marimile sun! direct proporționale 
Ex.3 d mere costa 12 lei. Cat vor costa 5 kg mere? 
3kg | 


kg 
b) Daca marimile sunt invers proportionale 


Ex. 3 robinete pot umple un bazin in 20 ore. Atunci 5 robinete, 
In cat timp pot enple ai call M 


Medii  Aritmetică m, = a Geometrică m, = >> 


Armonică m, = 29 Inegalitatea mediilor m, < m, <m, 
x+y 


Media aritmetică ponderată a numerelor 10; 12; 9, 
_10-3+12-6+9:5 


având ponderile 3; 6; 5 este m,, ZE 
+6+ 


Spunem că am definit o funcție pe mulțimea A cu valori în mulțimea B dacă facem 
ca fiecărui element din A să-i corespundă un singur element în B. 


f:A-—B (citim “funcţia f definită pe A cu valori în B”) 


Punctul M(5;3) 


A - domeniul de definiţie , 


Funcție liniară (de gradul 1) este o funcție de forma |f: R—R, /(x)=ar+b 
Ex. f(x) =3x-5 
— Reprezentare grafică. Fief:R—R, /(x)=3x-5 


5 şi 3 sunt coordonatele punctului M. 
Numărul 5 este abseisa, iar 3 este ordonata lui M. 


B - domeniul de valori 


EEE TEZA | | 
is ZI 


Calcularea coordonatelor punctelor de 
intersecție a graficului cu axele: 


Masă 
4 kg=4000 g 
0,5 dag=s g 
7 cg=70 mg 
2 hg=200 g 
6,23 g=62.3 de 
3 13000 kg 
34 dg=0,34 g 


Capacitate 
1 I=1 dm 
3 1=3000 ml 
03 dal>=3 1 
0.2 hl=20 | 
125 ml=0,125 | 
0.07 kI=701 
3 cl=0,3 dl 


Timp 
1 oră=60 minute 
1 minut=60 secunde 
1 deceniu=10 ani 
1 secol=100 ani 
1 mileniu=1000 ani 
YA ore=1Sminute 


1 ore=30 minute 


-cu axa Oy se calculează 
-cu axa Oy se rezolvă 


(0)=-5=800;-5) 


;3x—5=0 = x=33400) 


Daca punctul P(u,v) se afla pe graficul functiei f, atunci f(u)=v. 
Calcularea coordonatelor punctului de intersecție a graficelor a două funcții f şi g: 
se rezolvă ecuaţial/ (x) = 2(x) 

Determinarea functiei de gradul | cunoscând doua ata ale graficului: 
Ex. Daca graficul trece prin punctele M(1;7) si N(2:9) 
f(x)=ax+b => f(1)=7, f(2)=9. Se rezolva sistemul de ecuatii 
=2, b=5 => f(x)=2x+5 


a+b=7 
2a+b=9 


Geometrie 


Unghiuri Puncte şi drepte Figuri geometrice 1 7- 
—congruente : au măsuri egale SE 

î 22 a : x Triunghi 
adiacente : au acelaşi vârf şi —puncte coliniare: sunt situate pe o dreaptă sti are două lui conarenie 


se AERO, A —drepte concurente: drepte care se intersectează iernii zapp e ine 
3 cena toi auda e ez ian 0 că —punct de concurenţă: punctul în care se  p - ascuțitunghic : toate unghiurile ascuţite 
unuia sunt în prelungirea laturilor celuilalt 


cu ic : ă două dr — obtuzunghic: are un unghi obtuz 
Două unghiuri opuse la vârf sunt congruente] pei ce epte a anb=(P) dr piaă e arin ati Gen ghiul drept ez E 
—complementare : două unghiuri care au suma 90” —semidreapta deschisă: (OA Og (OA A ipotenuza : latura opusă unghiului drept 

Ex. complementul unghiului de 20* este unghiul de 70* —semidreapta închisă: [O A Oe [O A O - originea Pa balater: 
—suplementare : două unghiuri care au suma 180” ij . imi = 

Ex. suplementul unghiului de 20” este unghiul de 160” segmente congruente: au lungimi egale [AB] = [CD] 


i . ă — Paralelo laturi! lel 
—unghi alungit: care are 180; unghi nul care are 0 —drepte perpendiculare: formează Pr prietţii Lapi emise aci gi abac 
—unghi propriu: care nu este nici alungit, nici nul un unghi drept alb SĂ oii E cps sunt congruente 


ei za i o. = 90: use sunt congruente, iar 
unghi ascuţit < 90”; drept=90:; obtuz>90 a niz 9 regzrizeter seplera sejeetă 


iii | ă —drepte paralele: sunt în acelaşi plan şi nu — diagonalele au acelaşi mijloc 


—unghiuri în jurul unui punct se intersectează all b Dntpeexshial peralaloreamul abia 
NA — diagonalele PICE: sunt congruente 


CFO PRE a a : Pi . 
Suma unghiurilor în jurul Axioma lui Euclid: Rombul : paralelogramul care are două 
unui punct este 360% / . printr-un punct exterior unei drepte se poate laturi alăturate congruente 
S — diagonalel bul t dicula 
—Unghiuri formate de două drepte cu o secantă A duce o Singură p aralelă la dreapta dată. i sunt Dioaczone, ip pa sa 


alterne interne:| şi 7; 2 şi 8 —— 
alterne externe: 3şi 5; 4 şi 6 / Linii importante in triunghi Picate alea pepe RE 
corespondente: | și 5; 2 şi 6; = 

„caii 3 i 7: 4 :, 8 —Bisectoarea: împarte un unghi — Trapezul: are două laturi paralele şi 

în două unghiuri congruente. celelalte două neparalele 
Bisectoarele sunt concurente Trapez isoseel 
în I- centrul cercului înscris cercul inscris în O are laturile neperalele 
congrueni 


inotennuză 


convex concav 


Dacă dreptele sunt paralele, aceste perechi & 
de unghiuri sunt congruente şi reciproc. Trapez dreptunghic 
are un unghi drept 
—Mediatoarea: perpendiculară pe mijlocul unei laturi. — 

Teoreme impertante Mediatoarele sunt concurente SI 


Cazurile de congruenta a triunghiurilor oarecare în O- centrul cercului circumscris. 


/ e dp E LL La triunghiul obtuzunghic, O este $ Geometrie in spatiu 
i situat în exterior. cercul circumscris triunghiului PE-O dreapta este perpendiculara pe un plan daca este 


Cazurile de congruenta specifice triunghiurilor dreptunghice La triunghiul dreptunghic, O este în mijlocul ipotenuzei. perpendiculara pe doua drepte concurente din acel plan 


= i = E -Daca o dreapta este perpendiculara pe un plan, atunci ea 
ÎS A 4 PA Pa „7 meg ru pete că este perpendiculara pe toate dreptele din acel plan. :* 
=> Înălţimile sunt concurente în H - ortocentrul. — teorema celor trei perpendiculare: iu 
CU. (catetă-unghi) LU. jipotenuză-unghi) I.C. țipotenuză-catetă) La triunghiul obtuzunghic, H este în exterior. AM La,MBLd => ABLd i 
—suma unghiurilor unui triunghi este 180” a N, N | ci ; 
—suma unghiurilor unui patrulater este 360” —Mediana: uneşte un vârf cu mijlocul laturii opuse. AM el Ad Entre ma a Ea 


—unghiurile de la baza unui triunghi Medianele sunt concurente În G- ger ole de greutate. dreapta cu proiectia ei pe plan. 


isoscel sunt congruente Centrul de greutate este ai z de bază Lili 2 de vârf: N Ata Ă A 
— într-un triunghi isoscel, bisectoarea M Aria proiectiei pe un plan a unei figuri cu aria A este egala 
unghiului de la vârf este şi mediană, a cu A-cos u, unde u este unghiul format de planul figurii 
înălțime, mediatoare. ] i cu planul de proiectie. 


— într-un triunghi dreptunghic, Q--/ Sea Poliedre 
mediana din vârful unghiului FER 


care are un unghi de 30”, cateta 


drept este jumătate din ipotenuză. az Prisma V = Ap -h 
A B =) A, = suma ariilor fețelor laterale 
— într-un triunghi. dreptunghic Triunghiul A'B'C” este simetricul Triunghiul A'B'C' este simetricul PA 
opusă acestui unghi este triunghiului ABC faţă de punctul O. triunghiului ABC faţă de dreapta d Aria totală A = A, + 24p 


pusa tale, din apoteana ză, O - centru de simetrie d - axă de simetrie D Gu la para Sl star 
4AE_A4AF 4 = Na? + b2+c? 
teorema lui Thales: EF| | BC e 


[A 
EB FC d Arii şi alte formule sei cubului d = IN3 


Ep 


—teorema fundamentală a asemănării: ; Ă 
LA A . a b-h absin C = = A-h 
dacă EF||BC, atunci AAEF — AABC (sunt asemenea), adică Triunghi A, Da Aa = E) ; As =Np(p-ahp-b)(p—c), unde p esteț] Piramida V = EI 
ae /| ă semiperimetrul, p = Lea (formula lui Heron) || A, = suma ariilor feţelor laterale 
“ap 
Cazurile de asemanare a triunghiurilor b A AL= DI 
AABC- ADEF (adică sunt asemenea) dacă: î Za ema a. : a a/ Na Aria totală A, =A, +A 


iz . Triunghi echilateral înălțimea A = aria A = ; B 
LI LA _4Dşi <b_4E i d ei Fi ezite Ă 
AI ie arie e 2 scie DE apotemă=înălțim ea unei fețe laterale 
—cazut îl 4A=4Dii DE Di | d ja 
a. (E F cz 


AB _AC_B6 Triunghi dreptunghic: înălțimea A = Su <2: aria Ange m Sa Volumul tetraedrului regulat 
DE DE EP Ip 


raportul ariilor a două triunghiuri asemenea este egal cu Linia mijlocie în triunghi a .: E oaia, 
vitratui raportului de se n s -uneşte mijloacele a două laturi; g ş R su iitazari Trunchiul de piramidă 
= Z Este paralelă cu a treia latură şi aa eroul ră : = AA 0 pa NA: 45) 
teorema bisectoarei: dacă AD A este jumătate din aceasta. B - în triunghi r=— Zn, K si 


AC A, >suma ariilor feţelor laterale 


este bisectoare, Ai AG RE: P 
a A-aria, p-semiperimetrul 
BD DC 408) LL Pa ( p-semiperimetrul) A Pat P-ap 
Într-un A dreptunghic: Unghi exterior al unui triunghi / AS <3 ia e 


teorema înălțimii: AD = VBD-DC , Aria totală A, = A, + 4Ap+4, 
teorema catetei: AB = VBD-BC SA Paralelogram  Dreptunghi m Pătrat = 


—teorema lui Pitagora: AB” + AC? = BC? ş A /a Deh Î Azi << &: > & “| E pri dAy2 Corpuri rotunde 
î A=l = di >= 
—unghiul la centru <AOB are măsura A î Psi Le aie 2 A=I Cilindrul A, =27RG 
egală cu a arcului cuprins între Ri i b i 
i. (B+ b):h 4, = 4, +24 
—unghiul înscris <AMB are măsura M923 /caa j Trapez 4A=-——— Saulueh 7 L B 
jumătate din a arcului cuprins între latu 2 
—unghiul format de o tangentă cu o coardă Linia mijlocie în trapez 
este jumătate din arcul subântins de coard: -uneşte mijloacele laturilor neparalele; 
raza este perpendiculară pe tangentă ; Este paralelă cu bazele şi“ A B+b 
—diametrul perpendicular pe o coardă *. este egală cu media lor aritmetică: /,, = 
înjumătățeşte gaicoarția i arcul. Segmentul care uneste mijloacele diagonalelor unui trapez este egal cu 
d) 
[Sa] (II, 
po Sa NA 


8 A 
ese ce d cercuri tangente cercuri langeule cercu n - nr. laturi apotema a, =R cos15 us ; latura /, = 2R sin i dl 
-puncte conciclice: care se afla pe un cerc Tru zar a de con 


o 
Măsura unghiului u, = „(azi 280, ne) 3) 


= 1G(R+r) 
3 OM-apotema : = 4 REZA 
Carope cosinus= i AN [+] & IS () (E) ia: +7? PA 
cstop:; A 2 
cata Hă Sfera A= Eat EA 


cazui 1 


B-b 


Poligon regulat -are toate laturile congruente si unghiurile congruente 


; Nr. diagonalelor = 


; cotangenta= 
L A echilateral pătrat pentagon hexagon  octogon  decagon 
cos u=sin (90%u) E: 
inz de ere 
sIB/Asicăa uz Lungimea (circumferința) L = 27R, Aria A = zR?, z= 3,14159265... 
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Formule poliedre și corpuri rotunde www.mateinfo.ro — Prof. Andrei Octavian Dobre 


Paralelipipedul Prisma Piramida Trunchiul de piramidă 
deptunghic triunghiulară regulată triunghiulară regulată triunghiulară regulată 
patrulateră regulată patrulateră regulată patrulateră regulată 


A =4P A =B,h A =B-h A = Wata, 
ii V=L.l-h = Ah A, =A+A+A, 


a | a 12 pa 
day = IN3 ic da i: ul ia = Ap At Arr 4) 


Conul Trunchiul de con 


Sfera 


A=47R A, =27RG A, =7RG A, =2G,(R+r) 
_42R A, = 27R(G+R) A, =zR(G+R) A, = A+ A+ A, =2G(R+N+7rR + ar 
3 V=zRh aa zRh 


3 VER eRr) 
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TABLA INMULTIRII DE LA 1 LA 10, MATEMATICA 


Inmultirea cu O Inmultirea cu 1 Inmultirea cu 2 Inmultirea cu 3 


0x1=0 Ilx1l=1l 1x2=2 1x3=3 
0x2=0 2x1=2 2x2=4 2x3=6 
0x3=0 3x1=3 3x2=6 3x3=9 
0x4=0 4x1=4 4x2=8 4x3=12 
0Ox5=0 5xl=5 5 x 2 =10 5x3=15 
0x6=0 6x1=6 6 x 2 =12 6x3= 18 
0x7=0 7x1=7 7 x 2 =14 7x3=21 
0x8=0 8x1=8 8x 2 =16 8 x 3 = 24 
0x9=0 9x1=9 9x 2 =18 9x 3 = 27 
O x10= 0 10x1=10 10x 2=20 10x3 =30 


Inmultirea cu 4 Inmultirea cu 5 Inmultirea cu 6 Inmultirea cu 7 


1lx4=4 1x5=5 1x6=6 1xX7=7 
2x4=8 2 x 5 =10 2x6 =12 2 x 7 =14 
3x4 =12 3x5=15 3x6 =18 3x 7 =21 
4x4 =16 4 x 5 =20 4 x 6 =24 4 x 7 =28 
5x4 =20 5x5=25 5 x 6 =30 5x7=35 
6 x 4 =24 6 x 5 =30 6 x 6 =36 6 x 7 =42 
7 x 4 =28 7 x 5 =35 7 x 6 =42 7 x 7 =49 
8x4 =32 8 x 5 =40 8 x 6 =48 8 x 7 =56 
9 x 4 =36 9 x 5 =45 9 x 6 =54 9 x 7 =63 
10 x4=40 10 x5 =50 10 x6 =60 10 x7=70 


Inmultirea cu 8 


Inmultirea cu 9 


Inmultirea cu 10 


1x8=8 1x9=9 1 x 10 = 10 
2x 8 =16 2 x 9 =18 2 x 10 =20 
3 x 8 =24 3 x 9 =27 3 x 10 =30 
4x8 =32 4 x 9 =36 4 x 10 =40 
5 x 8 =40 5 x 9 =45 5 x 10 = 50 
6 x 8 =48 6 x 9 =54 6 x 10 = 60 
7 x 8 =56 7 x 9 =63 7 x 10 = 70 
8 x 8 =64 8x 9 =72 8 x 10 = 80 
9x 8 =72 9x9 =81 9 x 10 = 90 
10 x8=80 10 x9 =90 10 x10 =100 


